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CAPITULO XIII

METODOSNUMERICOSAPROXIMACION
PARA LA SOLUCION DE ECUACIONES
DIFERENCIALES ORDINARIAS

Por
Nicolas J. Scennay Algandro S. M. Santa Cruz

XI11.1 INTRODUCCION

El comportamiento de muchos procesos fisicoquimicos en ingenieria
quimica, particularmenteaquel | osqueexperimentan cambi osdependientesdd tiempo
(trangitorios), se modelan a través de un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias. De aqui resultalaimportancia que adquiere paraingenierosyy cientificos
el conocimiento de métodos de resolucién de este tipo de ecuaciones. Si bien muchas
ecuacionesdiferencialesordinariasimportantes sepueden resol ver atravésdetécnicas
analiticas bien conocidas, un gran ndmero de ecuaciones diferenciales fisicamente
significativas no pueden resolverse de esta forma. En este capitulo se describiran
someramenteal gunos de los métodos de resol uci on mésimportantes, como yasehizo
con los sistemas de ecuaciones algebraicas en los Capitulos 111 y V.

XI11.2 ECUACIONESDIFERENCIALES ORDINARIAS DE ORDEN N
Considérese la siguiente ecuacion diferencial:

dy d  dv, _
fy, & q ’dt”) 0 (1)
Una ecuacion diferencial expresada a través de la Ecuacion (1) sellamadeorden n
debido a que @ orden més elevado de derivacion de lafuncién y es n, y ordinaria
debido a que aparecen sdlo derivadas totales (esto es, no hay derivadas parciales
presentes, o, alternativamente, la variable dependiente y s6lo es funcion de una
variable independientet).

Una funcion y(t) que satisface ala Ecuacion (1), lo cual implicaque y(t) es
n veces derivable, sellama solucién de la ecuacion diferencial.

Para obtener una Unica solucion de la Ecuacion (1) (en general existen
muchas funciones que la satisfacen), es necesario suministrar algin tipo de
informacion adicional, por gemplo, valores de y(t) y/o de sus derivadas en valores
especificos de t. Para determinar una solucion Unica de la ecuacion diferencial
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ordinaria de orden n, normalmente es suficiente con especificar n condiciones (n
integraciones de la ecuacion diferencial). Si todas |las condiciones se especifican en
t = t,, entonces a problema se lo llama de condiciones iniciales. Cuando esta
involucrado més de un valor det, € problema sellama de condiciones de contorno.

UnaEDO (ecuacion diferencial ordinaria) de orden n puede escribirse como
un sistema de n ecuaciones diferenciales de ler. orden, definiendo (n-1) nuevas
variables. Por giemplo, consideremos la ecuacion de Bessel (ecuacion diferencial
ordinaria de 2do. orden):

2
A R R AL @

donde p es una constante. Definamos una nueva variable:

Yi = — 3

entonces se cumple que:

Por lo tanto, la EDO de 2do. orden puede reescribirse como un par de EDOs de 1er.
orden, con y, ey como funciones incognitas,

d

iy O (43
Zdyl 2 2 _
tT+ty1+(tfp)y70 (4b)

Dado que la mayoria de las EDOs de érdenes superiores pueden escribirse
en forma similar, solo se describiréa la solucién numérica de EDOs de ler. orden.

X111.3 SOLUCION DE ECUACIONESDIFERENCIALESORDINARIASDE
ler. ORDEN
Sea

d
F(t,y,T{):o

una EDO de ler. orden. Alternativamente puede escribirse en forma explicita como:

M odelado, Simulacién y Optimizacion de Procesos Quimicos
Autor: Nicolds J. Scennay cal.
ISBN: 950-42-0022-2 - ©1999



Cap. XI1I - Pag. 537

dy _
ot fy (5)

Se quiere determinar una solucién que satisfaga a la Ecuacion (5) y a una
condicion inicial especificada. En general, en la mayoria de los problemas de
ingenieria esimposible determinar y(t) en forma analitica. En su lugar, sedivide d
intervalo de variacion de lavariableindependientet, [a,b] , en subinterval os o pasos
en los que se aproxima € valor de la solucién verdadera y(t) en ( n+1) valores
igualmente espaciadosdet : t,, t; ,..., t,, demaneraque e tamafio del paso seexprese
como:

t=t,+ih;i=012.,n

Luego, la solucion se da en forma tabular para (n+1) valores discretos det.
Estatablacontieneval oresmuestreados de unaaproximaci n particular delasolucion
de la ecuacion. Sea y(t) la solucion verdadera en los puntos base t; y sea y, la
aproximacion calculada, entonces:

Y = Y(ti) (6)

Laderivada verdadera dy/dt en | os puntos base sera aproximadapor f (t; , y;)
(Ecuacion 5); en formaabreviadaf ;. En lamedida que se verifiquen exactamentelos
requisitos de calculo numérico, esto es, sin errores de redondeo, la diferencia

&l =y - ()| (7)

se denomina error de discretizacion o de truncamiento. El error de truncamiento
gueda determinado Unicamente por € particular procedimiento o méodo numérico
utilizado, esto es, por la naturaleza de las aproximaciones efectuadas en & método.
Estetipo de error esindependiente de las caracteristicas del hardware utilizado.
Unaclasedeerror esencialmentediferenteprovienedd disefio delosequipos
de computacion. En la préctica, éstos tienen una memoria finitay por consiguiente
almacenan un tamafio finito de nimero. En efecto, las computadoras cientificas
usualmente poseen una longitud fija de palabra, esto es, € nimero de digitos
retenidos por cualquier resultado cal culado estéfijo, reteniendo un cierto ndmero de
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cifras significativas. Por consiguiente, cualquier nimero irracional o cualquier
ndmero con mas cifras significativas que las que pueden ser retenidas y que se
producen en cada secuencia de célculo, debe ser aproximado por valores numéricos
redondeados.

El error involucrado sedenominaerror deredondeoy paracual quier método
numeérico queda determinado por las caracteristicas del equipo de computacion que
efecttialos calculos, € orden de las operaciones de la maquina para implementar €
algoritmo, si setrabajaen simple o doble precision, etc. Es por €llo queen general se
evita tener que realizar un gran nimero de operaciones durante e calculo en los
intervalos de integracion. Los Unicos errores que analizaremos en adelante son
aquellos que provienen de la discretizacion de las ecuaciones diferenciales, esto es,
aquelosinherentes a método numeérico implementado. Como se vera més adel ante,
e temadd error esmuy importante, en particular vinculado a métodos explicitos de
integracion delas EDOs. Los algoritmos numéri coscomunespararesol ver EDOscon
condiciones iniciales y(t,) se basan en alguno de los siguientes enfoques:

)] Uso directo o indirecto de la expansion en series de Taylor de la funcién

solucion y(t).

1)) Uso de férmulas de integracion abiertas o cerradas.

A su vez, los diversos procedimientos pueden clasificarse de un modo
general en dos grupos:

1) Métodos de paso smple
2) Métodos de paso multiple

Los métodos de paso simple permiten € célculo dey;,, dadas solamente la
ecuacion diferencial y lainformacion en € puntot;, esto es, € valor ..

Los métodos de paso multiple requieren ademasvaloresdey; y/of; en otros
valoresdet, fueradel intervalo deintegracion considerado, [t; , £, ;] . Unadesventaja
de estos métodos es querequieren masinformaci 6n delaque normalmente sedispone
para arrancar € procedimiento. Por lo general se da una condicion inicial, por
gemplo, y(ty); losvaloressiguientesy(t,), y(t,) no seconocen. Por consiguiente, enun
método de paso mltiple, debe utilizarse algin otro método para arrancar.

XI11.4 APROXIMACION A LA SOLUCION MEDIANTE EXPANSION EN
SERIESDE TAYLOR
Unmétodonatural paraaproximar numéricamentealasol ucion deunaEDO
de primer orden dd tipo delaEcuacién (5) es expresar alasolucion y(t) alrededor de
un punto de partida t, mediante una expansion en serie de Taylor,

2 3
Yt + h) = ¥t + hf [t Yt + % Pty Y] + % 1t Yt + (8)
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donde
tty yt)] - % [f (& YO,

/1 — dz
Ity Y(to)] e [f (6 YO,

y asi sucesivamente. Si se especificala condicion inicial y(t,), y(t) puede calcularse
directamente de la EDO (Ecuacion (5)),

dy
=2 =f (4,
ot ty)

Paraevaluar lasderivadas deorden superior sedebederivar f (t,y) utilizando
laregla dela cadena, entonces:

d ot of o

dt ot oy dt ©)
Ejemplo 1: Sea
dy
= -k
ot % y (10)

sujetaalacondiciéninicial y(t,) = y,. Si sederivala Ecuacién (10) aplicandolaregla
de la cadena se obtiene:

of dy 2
fiit,y) = — 2L =k
.y oy dt

ity Yo = k* ¥
Pt y) = = = == — - k?y

'ty Vo) = K° g
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Ve -G w <Y

f///(t01 yo) _ k4 yo

it y) = k™ y o U Vo) = K™y,

Laexpansion en serie de Taylor y(t) alrededor det = t, resulta:

2 3 4
i) =y [+ ken - L B B

Por otro lado, después de separar variables, la integracion directa de la
Ecuacion (10) es:

/‘Y(lom)l -k /‘t0+h dt
Yo y )

gue generala solucion

ny 0 - ke
0
n (2o
y(to)
de donde se obtiene la solucion analitica:
Y(teth) = y(tp) e (12

Por otra parte, d factor

[1+kh+ G h)” h)? o (K h)? +..]
2! 3!

en & segundo miembro delaEcuacion (11) representalaexpansion en seriede Taylor
de la funcién e*" alrededor del origen, por consiguiente, las soluciones (11) y (12)
coinciden con una exactitud determinada por € nimero de términos retenidos en la
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serie. En efecto, S se retienen los términos hasta & que incluye af ™Y, entonces €
error viene expresado por (Ecuacion (7)):
(k h)n—l
(n+1)!

€ = y(é]) ; éj € (to ) t0+h)

El procedimiento parapasar deun valor det aotro, esto es, det, aty+h, se
deduce de la expansion en serie de Taylor de y(t) alrededor det = t, . Para pasar de
unvalor arbitrariot; at;,, = t;+h, los algoritmos se basan en laexpansion en seriede
Taylor de y(t) arededor det;.

h2 he hs
Yt = Y@+ = () + hf G Y] + — 1 [L Y] + — 7 [t v + — F7[t, v +
2! 3l 4!

h" (-1) h(n+1)
A PR O e

(13)

fOe, YE)] &€t t+h)

Los algoritmos que resultan de despreciar € Gltimo término en € 2do.
miembro de la Ecuacion (13) y de reemplazar y(t.,) por y;., en € lado izquierdo e
y(t;) por y; en e lado derecho para evaluar |as derivadas sucesivas de y(t), sellaman
de orden h". El error local de truncamiento e, introducido por una aplicacion del
desarrollo en serie, estd acotado como sigue:

n+1
g < N
(n+1)!

(14)

donde:

E> | [, YOlm + &€ty

Lamentablemente, en general, la derivacion de f(t,y), se vuelve muy
complicada. Por lo tanto, con excepcion ddl caso méas simple,

y(t.y) = y) + hi(t) + o(h? (15)

laexpansion directaen seriede Taylor (Ecuacién 13) delafuncion y(t) no seusapara
resolver EDOs. Dado que, usualmente, y(t,) es € unico valor de y(t) que se conoce
exactamente (sesupone quelacondicién inicial estalibredeerrores), en laEcuacion
(15) debe reemplazarse y(t;) por y;. Por consiguiente, & algoritmo adopta la forma:

Y, =Y (t) + hflt, yty] (16a)

gue es conocido como Método de Euler, con expresion genérica:
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Yia =¥ *hf(t,y) =y +hf (16b)

dondei indicad orden temporal (u orden) en que se obtienen los sucesivos val ores
tabulares de y(t).

XI11.5 METODOSEXPLICITOSDE RESOLUCION DE EDOs

Los algoritmos explicitos de resolucion de EDOs implican la evaluacién
explicita de las derivadas y € avance paso a paso en d tiempo sin necesidad de
recurrir aprocedi mientositerativos. Existen dos métodos muy difundidosy fécilesde
usar que utilizan arranque automéatico. Estos son:
- El Método de Euler
- El Méodo de Runge-Kutta de 4to. orden

Existen, por otra parte, cientos de algoritmos de esta naturaleza. Muchosde
elos son bastante complegos, dificiles de programar y de supervisar. Aqui se
profundizara en los mencionados arriba, ya que son los més utilizados en una gran
cantidad de problemas précticos.

XI11.5.1 Método de Euler

En razon qued Método de Euler de simple paso (Ecuaciones(16)) esel més
simpley € mas ameno para el analisisdelapropagacion del error, sera discutido en
detalle, alin cuando limitacionesen su exactitud i mpiden su uso en algunosproblemas
préacticos (sistemas stiff).

Es posible efectuar una interpretacién geométrica simple de la Ecuacion
(16a). Lasolucion en € intervalo [ t,, t;] se supone que sigue lalineatangente a y(t)
ent = t, (ver Figura (XI11.1)).

y

v (ts)

y(t)

to t,; t

Figura X111.1: Método de Euler.
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Si e método de Euler se aplicarepetidamente en forma secuencia através
de los diferentes intervalos, la solucién numeérica dibuja un poligono cuyos lados
poseen pendientesf, coni =1, 2, ..., n-1.

Ejemplo 2: Seala EDO expresada por la Ecuacion (10) con k = 3,

dy

3
dt Y

sujeta a la condicién inicial y(t, = 0 ) = y, = 1. La solucion analitica para esa
condicion inicia es, seglin vimos:

y(t) - e

EnlaTabla(Xll1.1) semuestrala solucién de Euler paraun tamafio de paso
h = 0.1 y un limite superior de integracion t,, = 1. La columna (2) de la Tabla
(X111.2) contienel osval orescal culadosy; apartir delas Ecuaciones(16), redondeadas
a4 cifras. La columna (3) contiene los valores calculados de la derivada, f (t;, y;)=f;
con cuatro cifras retenidas. La columna (4) muestra las soluciones verdaderas
redondeadas a4 cifras. La columna (5) presentalaevolucion dd error absoluto total
de truncamiento redondeado a 4 cifras para cada valor t; (ver Ecuacion (7)). En la
columna (6) se presenta d error relativo local de truncamiento. Finalmente, en la
columna (7) se muestra la evolucion dd méaximo error local de truncamiento
calculado a partir de la expansion en serie de Taylor paran = 1 (Ecuaciones (13) y

(14)),

2
ol = o P EY@L 5 Ee (Lt (17)

En € caso dela EDO dereferenciaresulta que:

2,
ey - £ -0
t

Dado que e *' esuna funcién monétona creciente det, su valor méximo se encuentra
en & extremo superior del intervalo[t; , ti.,] , por consiguiente:

h? 3t
Clma ~ o (€ o2y (18)

Desafortunadamente, esta cota dd error de truncamiento solo es vélida para €
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algoritmo determinado por la Ecuacion (16a) deducida a partir de la expansion en
serie de Taylor (Ecuacion (13)),

Vil = y(ti) + hf [ti1

y(t)]

Paraefectuar laintegracion general entret; yt;, ,, estoes, losresultados delacolumna
(3) delaTabla (XI11.1), d algoritmo se expresa a través de la Ecuacion (16b),

Yiera =Y T h f (ti,

Y)

El valor dey; utilizando en cada intervalo, excepto € primero dondey, = y(t;) €s
inexacto, siendo d resultado de calculos previos los cuales involucran los errores de
truncamiento acumul ados en |as etapas anteriores.

Tabla XI11.1: Solucién de la ecuacion dy /dt = 3 y mediante € Método de Euler.

Método de Euler
Ecuacién Diferencial Condicion Inicial Soluciéon Analitica Paso
y'=3y y(t=0=1 y=exp(3t) h=0.1
t, Yi fti,ys) y(t) Error Error Méximo
Absoluto Relativo Error Local
(%) de Trunca—
miento
0.0 1.0000 3.0000 1.0000
0.1 1.3000 3.9000 1.3499 0.0499 3.69 0.06
0.2 1.6900 5.0700 1.8221 0.1321 7.25 0.08
0.3 2.1970 6.5910 2.4596 0.2626 10.68 0.11
04 2.8561 8.5683 3.3201 0.4640 13.98 0.15
0.5 3.7129 11.1388 4.4817 0.7688 17.15 0.20
0.6 4.8268 14.4804 6.0496 1.2228 20.21 0.27
0.7 6.2749 18.8246 8.1662 1.8913 23.16 0.37
0.8 8.1573 24.4719 11.0232 2.8659 26.00 0.50
0.9 10.6045 31.8135 14.8797 4.2752 28.73 0.67
10 13.7858 41.3575 20.0855 6.2997 31.36 0.90

En la Tabla (XI11.2) se comparan los resultados obtenidos a aplicar €
Método de Euler ala ecuacion diferencial del Ejemplo (2) para dos pasos diferentes
deintegracion (h=0.1y h=0.01). Se observaquea reducir € paso deintegracion en
un orden de magnitud, € error relativo que se comete en la eval uacion de la solucién
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TablaXII1.2: Comparacion delas soluciones parados pasos diferentesdelaecuacion
diferencial dy /dt = 3y obtenidas mediante d Método de Euler.

Paso |teraciones t Y y (ty) Error Absoluto | Error Relativo
(%)
h=0.1 10 10 13.786 20.086 6.300 31.364
h=0.01 100 10 19.219 20.086 0.867 4.316

Propagacion del error en el Método de Euler

Se examinara a continuacion la propagacion de los errores locales de
discretizacion en € método de Euler cuando se aplica a problemas de valores
iniciales.

Supongamos que f(t, y) y sus derivadas parciales de primer orden sean
funciones continuas y acotadas en laregion a <t < b, - « <y < %, Supongamos
ademaés que existe una solucién y(x). Entonces deben existir constantes M y K tales
que:

ney - oF Y, of . y), .
y'®l = | p fty) & <M (19)
y
fLy) - fy) - \%ﬂ\ Y ooyl <Ky -y (20

donde y' < a < y para (t\y), (t,y") en laregién t. La Ecuacion (20) se deduce
directamente del teorema diferencial del valor medio. S €; representa e error entre
lasolucién exactay laaproximada (ver Ecuacion (7)), entoncesé error adicional que
se generaa incrementar € paso de integracion, resulta:

Ag; = Ay, — Ay(t) (21)

0, en forma equivalente

€. & =Y Y T [y(ti+1) - y(ti)] (22

sujeto alacondicion g = 0. Del algoritmo de Euler setiene:

Yia = ¥ + hE(t, y)

mientras que de la expansién en serie de Taylor surge:
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2
OPERORLE RO RRUSRYE) (23)

con ¢ £ (1, t,,). Por consiguiente, la Ecuacion (21) es equivalentea

h 2
I, y(©)] (24)

Ag = h[f (4, y) - f 6 v - -

Entonces, delas Ecuaciones (19) y (20) resulta

Ag| = [g,, - gl

M
< h Ky, - y(t)| +?h2

‘8i+1 B si‘

ghK\si\Jr%hz;izO (25)

Ademas, dado que

&gl < lgn — &l + g (26)
La Inecuacion (26) puede reescribirse como

M .
[l < @+ K) [e] + = h? 5 i-0 @7

Paradeterminar /g;/, sedebe aplicar repetidamente la Inecuacion (27) con

e valor de arranque €, = 0. Sin embargo, puede probarse por induccion que la
Desigualdad (27) tiene una solucién general de laforma:

e < Mh

5K (A +hK) -1] (28)

La solucién de la Inecuacion (27), esto es, la Inecuacion (28), se puede
simplificar s setiene cuenta que:

(1+hK)<e™ (29)

gue se deduce de la expansion en serie de Taylor dee " .
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Si se sustituye la Inecuacién (29) en la (28) se obtiene:

Mh i Mh i
‘si‘ < 2=K (e'hKfl) < 2= e|hK (30)

Paran h = t,-t, = L, esto es, & intervalo total constante de integracion, la
Inecuacion (30) puede escribirse como:

M
2K

>

elK 31)

& <

Entonces, cuando h tiende a0, € error tiende a cero, asi:

lim|e,| < lim MHb e - g
h-0 h-o0 2K

Esta Ultima expresion es cierta pese a hecho que n—< cuando h-0. Un
procedimiento numérico para e que

lim|e|=0
h-0

cuando O <i < n, sediceconvergente. Por consiguiente, € Método de Euler converge
con un error total de truncamiento:

&l =y —y @) = ofh)

Obsérvese que, sin embargo, € error local de truncamiento (Ecuacion (17)) parad
Método de Euler es del orden de h?.

Lamentablemente, en problemas practi cos en los cual es se presentan cientos
eincluso miles de ecuacionesdiferenciales en forma simultaneay con expresionesen
genera sumamente complgas, es virtualmente imposible aplicar las formulas
anteriores para estimar a priori una cota al error esperado en funcién del paso h
seleccionado. Por logeneral, anteproblemasdetal natural eza, serecurrease eccionar
pasos sucesi vamente decreci entes por métodos de pruebay error, experimentando en
las sucesivas soluciones. En particular, se observan las propiedades de las curvas
obtenidas como solucién (continuidades, etc.) y su verificacion respecto del problema
modelado (esto eslainterpretacion fisica de la solucion, etc.).

XI11.5.2 M étodos de Runge-K utta
En general, la solucién de una EDO por expansion directa en series de
Taylor delafuncidn objeto no es préctica si se necesita retener derivadas de orden
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superior al primero, yaque, con excepcion de los casos massimples, lasderivadas de
orden superior que se necesita conservar son bastante complicadas. Por otra parte, es
necesario destacar que cada problema que se planteagenerauna serie especificapara
su solucion. Por lo tanto, cuando se desee trabajar con errores de orden superior, no
pueden desarrollarseal goritmos de cal cul o andl ogosal métododeEuler, directamente
delaexpansion en serie de Taylor. Sin embargo, con ingenio, es posible desarrollar
un método de paso simple que involucre eval uaciones de derivadas de primer orden
y que produzcaresultados equival entesen seguridad alasformulasde Tayl or deorden
superior. Estos algoritmos pertenecen a la familia identificada con € nombre de
métodos de Runge-Kutta. Aproximaciones del segundo, tercer y cuarto orden
(exactitud equivalenteaexpansionesen seriesde Tayl or dey(t) queretienen términos
en h?, h®, y h*, respectivamente) requieren de la estimacion de f(t,y ) en dos, tresy
cuatro valores det, respectivamente, en € intervalo[t; , t;,,] . Los métodos de orden
m>4 requieren de las eval uaciones en méas de m puntos préximos.
Todos los métodos de Runge-K utta tienen algoritmos de la forma:

Yiiia =Y * h (D(ti, Yir h) (32

donde & representa una aproximacion adecuada a f(t,y) sobre d intervalo [t;, t.4] .
Lafuncion ¢ recibeel nombre defuncionincremento. Debido aquehay una
considerable cantidad de algebra involucrada en € desarrollo de las formulas de
Runge-K utta de orden superior, solo sedesarrollara en detalle e mas ssmplede estos
procedimientos (el algoritmo de segundo orden).
Consideremos a @ como e promedio pesado de dos evaluaciones, k; y k, de
laderivada sobre  intervalo[t;, t,4]

O =ak + bk, (33)

gue conduce a algoritmo de Runge-Kutta:

Yo=Y +h(@k +bk) (34)

Sea entonces:
k, = f(t, v) (35)
k, =f[t +phy +qhk] (36)

donde py g son constantes que deben determinarse. Las cantidadesh k; y hk, tienen
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una interpretacion geométrica simple que quedara clara una vez que se determinen
pygq. Paradlo, serecurreaexpandir k, en unaseriede Taylor como unafuncién de
dos variables, despreciandose aquellos términos en los que @ exponentede h es> 1:

k, =f[t +phy +qghf(t, yl

(37)
= f @) PN y) - ahfy)f, & v+ ohd
Reemplazando las Ecuaciones (35) y (37) en la Ecuacion (34), se obtiene:
Ya =Y thlaf(,y)+bf( yl +
(38)

+h2[bpf (ty) +bafy)f, &yl +ohd

dondef, y f, representan |as derivadas parciales de la funcion f con respecto at ey
respectivamente.

Ahora, apartir de la expansion de la funcion objeto y(t) alrededor det = t;
en sarie de Taylor, buscamos otra expresion que nos permita, por igualacion de
coeficientes, encontrar |as relaciones que necesitamos. Sea la expansion:

2
y(t+h) = y(t.) = y(t) + hf[t, yt)] + % £ It vl +
' (39)
+ h3 f//
o e @)

con &< (i, ti,,). Aplicando laregla de la cadena (Ecuacion (9)) parad calculodela
derivada, resulta que:

L URRY(9) I A (Y (8) IR N (HRY() I O (V9
Reemplazando ahora esta Ultima expresion en la Ecuacion (39), setiene:
y(t+h) = y(t.,)

=yt) ~hfty @] - 2=‘2 [f [t y®] + f It vyl f, [ty 11 + (40)

h3
e 12, y©)]

con &e (4, ti,,). Comparando las Ecuaciones (38) y (40) , y s seigualan lostérminos
con potencias iguales de h, obtenemos | as siguientes rel aciones:
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Potenciade h Expansion dey(t ) Algoritmo de Runge-K utta

0 y(t) Vi

1 f Ly (0] (a+b) f[ty(t)]

2 () {fi{t, y®1 + f, [t y(®)] flty )]}

b{pfi[t y®I +af, [t y@®I f [t y©I}

Puesto que asumimosy; = y(t; ) y dado que se busca laigualdad de los coeficientes de
h? para toda funcion f(t,y) adecuadamente diferenciable, podemos plantear:

a+b=1
1
b =
P 2
1
b = E—
a 2
de donde
a=1-b (41a)
1
p = > b (41b)
1
q- > b (41¢)

Dado que las tres ecuaciones (41) contienen 4 incdgnitas (a, b, py q), € sistemaes

indeterminado, esto es, una variable, por ggemplo b, puede e egirse arbitrariamen-
te. Laseeccionesmascomunesson b= 0.50bienb= 1.

Caso: b=0.5

Para b= 0.5seobtienea= 0.5 p= 1y q= 1. Entonces, € agoritmo
(32) adoptala forma:

Vo =Y o { TG LG Ry h TGy “2)
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gue también puede escribirse como:

Yiie = ¥ * % [F o)+ F (G Yol (43)

donde

Yia = ¥ + 0 f (6 y) (44)

El agoritmo de simple paso determinado por las Ecuaciones (43) y (44) recibe d
nombre de Método Mejorado de Euler o Método de Heun cuya interpretacion
geométrica se muestra en la siguiente figura:

i
Y Pendiente f (t;:,)
Vi1
(a)
(b) | Yi+
Yi
h
ti tin €

Figura XI11.2: Procedimiento de Runge-Kutta de 2do. orden (Método de Heun).

El Método de Runge-Kutta de 2do. Orden basicamente es € Método de
Euler empleado secuencialmente dos veces. En efecto, en primer lugar se utiliza la
Ecuacion (44) pasapredecir 7i+1, estoes, unaestimacion preliminar de'y, , . El valor
y,..€slaordenadaen t = t, ,delarecta(a) quepasaatravésde (t;, y;) con pendiente
k, = f (t, v;). En segundo lugar, se obtiene un valor mejorado de y;,, a partir dela
Ecuacion (43). La pendiente de la recta (b) utilizada para este proposito es €
promedio pesado de las aproximaciones de f en los dos extremos de intervalo.
Obsérvese que la derivada verdaderaen t,,,es f (t;,,, V;,,), que es aproximada por
f (t.; Vi1, dadoque y(t,,) esdesconocida
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El algoritmo de Euler (Ecuacion (44)) puedevisualizarsecomounaecuacion
. — (1) . . . . . ;2

predictorade y;,; (laprimeraaproximacion dey,, ), mientras que la Ecuacion (43)
puede considerarse como unaecuacion correctoraparamejorar laestimacionde ;.
LaEcuacion (43) puede utili zarse de manera iterativa paragenerar unasecuenciade
valores y|+lcorreg|doa Yi +)1 , yI+1 Y e yI+1 En estecaso, lasEcuaciones(43) y (44)
conducen a més smple de los denominados métodos corrector-predictor que se
describen mas adelante.

Caso:b=1

Parab = 1 seobtienea= 0, p= 0.5y g = 0.5. Luego, la Ecuacion (32)
adopta laforma:

h -
Yia =Y thf(t + o Yias) (45)

donde

- h
Vi, = ¥ F 5 f(t, v (46)

El algoritmo de simpl e paso determinado por las Ecuaciones (45) y (46) se denomina
Método Mejorado de la Poligonal o Método Mejorado de Euler, como seilustraen
laFigura (X111.3).

i
Y

pendiente f (ti"l/zh’/?i%)/

yi+1/2
(2 Yi+
-
y (b)
h/2 h/2
t=
" €41

Figura XI11.3: Método Mgorado de la Paligonal.
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Nuevamente, € Método de Euler se aplica secuencialmente dos veces. En
primer lugar, a partir dela Ecuacion (46) se obtiene unaaproximacion de y, ,,, en el
punto medio t + h/2. En segundo lugar, la Ecuacion (45) evalua f(ty) en
t=1t + N2, y=y,,y utliza a este valor como derivada promedio sobre el
intervalo total.

Los métodos de Runge-Kutta de orden tres y superiores se desarrollan en
forma andloga. Sea la funcion incremento @ para e método de 3er. orden:

O =ak +bk,+ck;

dondek,, k; y ks aproximan aladerivadaen varios puntosdel intervalo deintegracion
[t tii4] - En este caso tenemos:

k, = f(t y)
k, =f({t+ph vy +phk)

ky=f[t +rhy +shk, +(r -9 hk)

donde todas las constantes deben ser determinadas de tal forma de plantear la
aproximacion;

YVia =Y, +h(@k + bk, +cky (47)

Lasconstantesa, b, ¢, p, r y s, se determinan igual que antes:

1%°) Seexpanden k, y k;en seriesde Taylor arededor de (t; , y;) como funciones
de dos variables.

2% La funcion objeto y(t) se expande en serie de Taylor alrededor det = .

37 Seigualan los coeficientes de los términos que incluyen a potencias deh de
orden 0, 1, 2 y 3 para producir una férmula con error de truncamiento de
o(h?).

Nuevamente, se genera un sistema de ecuaciones con mas incognitas que
ecuaciones,
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bp?+cr?=

Wk

cps-=

ol

Como € sistema esindeterminado, dos de las constantesa, b, ¢, p, r y sse

eligen arbitrariamente. Para un conjunto de constantes seleccionadas por Kutta, €
método de 3% orden es:

h
yi+1:yi+?(k1+4k2+k3)

k= T G W
. . (48)
ko =f(t + 2 hy 2 hk)

ky=f(t +hy +2hk, - hk)

Obsérvese que si f = f(t), entonces la ecuacion (48) se reduce a la regla de
integracion de Simpson. Todas las formulas de 4to. orden son de laforma:

YVia =Y +h(ak +bk, +ck, +dk) (49)
dondek, k,, k; y k, son val ores aproximados deladerivada, calculadosen € intervalo

t <t <t.,. Seutilizan diversos algoritmos de 4to. orden. El siguiente se atribuye a
Kutta:

h
yi+1:yi+?(k1+2k2+2k3+k4)

k. =f(t, v

h h
k= f(t, >’ Yi + > ) (50)

+

1

1
K =+ Sy 2 hk)

k,=f(t +hy +hk)
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Ejemplo 3: Sealaecuacion diferencial ordinaria
y'= -2y +t
sujetaalacondicion inicial y(t=0) = 1. La solucion analitica de esta ecuacion es:
1 t
== [Sexp(-2t) - 1] + =
y - g BepC2) -1+ 5
En la Tabla (X111.3) se presentan los resultados numéricos de la ecuacidn
diferencial luego de aplicar € algoritmo de Runge-Kutta de 4to. orden (Ecuacion
(50)) para un tamafio de paso h = 0.1y un limite superior deintegracion t,, = 1.

TablaXIl1.3: Solucion delaecuacion dy /dt = - 2y + t mediante e Método de Runge-
Kutta

Método de Runge-K utta de 4to. Orden (Ecuaciéon (50))
Ecuacion Condicion Inicial | Solucion Analitica Paso
y'=-2y+t y(t=0)=1 V4[5 exp(-21) -1]+t/ 2 h=0.1
Iteracion t hk ; hk , hk 5 hk , Vi y(t)

0 0 1 1
1 0.1 02000 | -01750 | -01775 | -0.1545 | 0.823417 | 0.823413
2 0.2 01547 | -0.1342 | -01363 | -0.1174 | 0.687905 | 0.687900
3 0.3 01176 | -0.1008 | -0.1025 | -0.0871 | 0586021 | 0.586015
4 0.4 00872 | -0.0735 | -00749 | -0.0622 | 0511668 | 0.511661
5 0.5 00623 | -0.0511 | -00522 | -0.0419 | 0.459857 | 0.459849
6 0.6 -0.0420 | -0.0328 | -00337 | -0.0252 | 0.426500 | 0.426493
7 0.7 00253 | -0.0178 | -00185 | -0.0116 | 0.408253 | 0.408246
8 0.8 00117 | -0.0055 | -00061 | -0.0004 | 0.402377 | 0.402371
9 0.9 -0.0005 | 0.0046 0.0041 0.0087 | 0.406629 | 0.406624
10 1 0.0087 0.0128 0.0124 0.0162 | 0.419174 | 0.419169

Conocidas variantes del método de 4* orden atribuidas a Kutta son:
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Vs =¥ m 20 WDk 2 WD) ks v K
k. =T, v
k, =f(t +U2hy + U2hk) (51)
ky=f(t +U2hy +(-VU2+ 12 hk +(1-1/2) hk)

k=T +hy - W2hk, + (1 + 1y2) hky)

Si f (t,y) essdlo funcidn det, laférmula anterior no expresa otra cosaquelareglade
integracion de Simpson. Otra combinacién muy conocida de valores para el método
de cuarto orden es:

h
Ve Y v 3 U 0 k)
k]_ = f (ti ) y.)

1 1
o 1@ gh.y gk (52

2 1
G =fG o Zhoy - Zhk ohk)
k,=f@ +h,y +hk - hk, +hk)

Dentro de este contexto, férmulas del orden superior pueden obtenerse aplicando la
metodol ogia desarrollada.

Erroresde truncamiento en el método de Runge-K utta
Debidoalaformaen que seobtienen lasexpresiones, d error detruncamien-
tolocal en un método de orden p tienelaforma:

e = K h*l + o(hP??) (53)

donde la constante K dependelafuncion f (t,y) y de sus derivadas parciales de orden
superior de una manera usualmente complicada. Para valores pequefios de h, €
primer término dominael valor del error y es posible determinar, aunque no de una
manerasimple, cotasal valor deK. En general, tal es cotas dependen delas cotas para
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f (t,y) y sus derivadas parciales, y del particular método de Runge-K utta utilizado.

En orden de degir un tamafio razonabl e de paso, serequiereestimar € error
gue se comete en cada paso de integracion. Por un lado, € tamafio de paso debe ser
suficientemente pegquefio como para alcanzar la exactitud requerida, y por otro lado,
suficientemente grande paramantener bajo control aloserroresderedondeo (funcién
del nimero de operaciones aritméti casefectuadas) y evitar un nimero excesivamente
grande de evaluaciones de derivadas. Esta Ultima consideracion es muy importante,
especialmente cuando la EDO es muy complicada y cada derivada requiere de un
sustancial tiempo de célculo. En efecto, en un método de orden p, deben evaluarse
para cada paso, p derivadas de la funcion.

Una simplificacion es considerar que en la Ecuacion (53) K es constante;
siendo e primer término e dominante. De esta forma, se puede demostrar, por

16
€ = K h® = 1=5 (yn+1,2 B yn+1,1) (54)

gemploparap = 4, queunaaproximacion a error local de truncamiento se expresa:
donde n es el paso de integracion y los indices 1 y 2 indican evaluaciones para
diferentesincrementosh, y h, respectivamente. En general la eval uacion paso a paso
esmuy engorrosay solo serealiza cada cierta cantidad de pasos. Por otrolado, sehan
propuesto otros procedi mientos paraestimar € error, pero no son de utilidad en todos
los casos.

Otrocriterioaanalizar eslaestabilidad. Unasolucion sediceinestables los
errores introducidos en una etapa o paso (por gemplo, por redondeo en las
operaciones o por truncamiento o errores en la condicion inicial especificada) se
propagan a través de | os préximos pasos sin cota alguna (divergen).

Para ciertos casos (dependiendo de la funcion y € estado inicial adoptado)
pueden encontrarse comportamientosinestables (divergencia). A estos casos, queen
general no dependen del algoritmo utilizado, sino de la funcidn y de la condicién
inicial, selosllamadeinestabilidad intrinseca o inherente. Por otro lado, paraciertas
funcionesy condicionesiniciales propuestas, dependiendo del método deintegracion
usado, podemos o no encontrar inestabilidad. A estetipo selodenominainestahilidad
parcial. Este fendmeno deriva de lalongitud del paso adoptado.

Se puede demostrar que la cantidad [(1+h(d/dy)] llamada factor de
propagacion del paso, es fundamental en la propagacion del error. Por lotanto, si es
positivoen un ciertointervalo, € error seincrementara sucesivamente. Esto se puede
manegjar mediante elecciones de h muy pequefios para mantener € factor cercano a
uno. De otra forma, s consideramos que h (c/5y) debe mantenerse esencialmente
constante, tenemos atro criterio paraeegir € valor de h durante laintegracion.
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X111.6  METODOSDE MULTIPLE PASO

Hasta aqui hemos analizado solo métodos paso a paso que se basan en la
estimacion (extrapolacién) delosvaloresdelafuncion en € punto (i+1), apartir de
las derivadas y/o valores de la funcién en € puntoi. Sin embargo, existen ademas
otras familias de métodos que involucran en el célculo € valor de la derivada en
puntos anterioresi-1, i-2, etc. A estos méodos se los denominatambién explicitoso
métodos predictores.

Existen ademas otras familias de métodos que involucran en € célculo €
valor deladerivadaen d punto (i+1), esto esf;, ,=f(t;,,, Yi.1), que depende del valor
delafuncion en e punto quesedeseacalcular, v, 1, € cual no seconoce. Elloimplica
gue debe recurrirse a métodos iterativos. Es por eso que a estos métodos se los
denominatambién implicitos a diferenciadelos explicitos anteriormente menciona-
dos. Para entender @ mecanismo de estos algoritmos, primero repasemos la
metodol ogia utilizada en los métodos paso a paso explicitos, hasta ahora vistos. En
general, dada una expresion:

dy
=2 =f (4,
ot ty)

con la condicion inicia y, = y (t;). Utilizando, por gemplo, € Método de Euler a
través de integraci ones sucesivas tenemos:

Y, = Yo * ftt°+h=t1 f(ty, Yy dt

0

Yo =Y, /;t1+h f (t]_! y]_) dt

1

Yia = Yi * ft,thl f(t, y;) dt

o seaque

Vs = Yot 2 [ (G ) o (558)

n=0 “t,

Para una integracién que involucra (k+ 1) intervalos que terminan en € punto t;,, ,
esta Ultima expresién puede escribirse como:
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t
Yier = Yik T ftv' Fi(t) dt (55b)

i-k
donde %(t) es una funcion escalonada con ordenadas f, = f(t;, y;) sobre los interval os

semiabiertos[t;, t.,,); j = i -k, ..., i. Laintegral enlaEcuacion (55b) puedeasimilarse
como €l areabajo la curvaindicada en la Figura (X111.4).

L)

Figura X111.4: Integracién mdltiple paso.

Como puede apreciarse, todos |os métodos multiple paso pueden describirse através
de la siguiente ecuacién:

t
Yier = Yik T ftv' o(t) dt (56)

i-k

donde @ es un polinomio de interpolacidn, que pasa por los puntos (t;, f;), apropiado
para efectuar laintegracion aproximada. De esta manera, puede ahorarazonarse en
un sentido amplio, toda vez que para interpolar polinomios tenemos varias
metodologias (Lagrange, Newton, etc.), basadas en genera en tres estrategias
caracteristicas para determinar 1os coeficientes del polinomio de grado p:

p
O =Y at"
n=0

Las mismas son: la interpolacion por diferencias hacia adelante, hacia atras o
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centradas. S se suponen a todos |os puntos igual mente espaciados (4t = h), cuando
nos basamos en diferencias hacia adel ante, nos comenzamaos en € extremoizquierdo
dd intervalo (ver Figura (XI11.4)), tomando At, = (t, - t5), 4t = (, - t,), y asi
sucesivamente.

A
N

T T -

t, t, t, H ti, t tig t
Figura X111.5: Integracién abierta multiple paso.

Conocidoslospuntosty, t;,..., t;, Sebuscae polinomio que pasepor todos|os
puntas, extrapolando € valor de (t;,4, fi,;) (ver Figura (X111.5)). A estaférmula de
integracion se la conoce como férmula de integracion abierta, y es muy sencillo
demostrar (aplicando la formula de interpolacion de Newton para polinomios de
grado p) las siguientes expresiones:

Parap= 3:
h
Yia =Yt > (55f - 59f_, +37f_,-9f_)
(57)
e = o(h®)
Obienparap="5:

Yoy = Vig * 1% h(@lf - 14f,+ 26f_, - 14f

s + 11 )
(58)

e = o(h”)
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Si en cambio utilizamos férmulas de integracion cerradas, € polinomio de
interpolacion ahora no sdlo debe pasar por los puntos conocidos (to, ti, ..., t) Sino
ademés por (t., fi.1 ). Aqui utilizamos las formulas de diferencias hacia atrés,
basdndonosen d extremo derecho ddl intervaloAt, = (ti,, -t ), 4, = (t - t;), yasi
sucesivamente. Nuevamente, esfacil demostrar apartir del procedimientode Newton
parainterpol acion deun polinomiodegradop usandodiferenciasfinitas (propagaci 6n
hacia atrés), las siguientes formulas para | a estimacion:

Parap= 3:
h
Yia =Y * 24 9f,, +19f -5f; +f,)
(59)
e = o(h®)
Obienparap="5:
B 2 h
Vig = Yieg * = (7%, +32f +121_, +32f_, +7f_)

(60)

e = o(h’)

Como puede observarse, en estas dos Ultimas expresiones parael calculo de
Yi+1, debemos disponer en e miembro derecho, de los valores de f;,,, que a su vez
dependen dey;. ,. Esto nosconduce alanecesidad deun métodoiterativo, queimplica
mas esfuerzo de calculo, pero permite, en general, reducir € error de integracion.

XI11.7 METODOS PREDICTORES-CORRECTORES

Para aplicar los métodos predictores o de interpolacion abierta, son
necesarios |os primeros valores, por gemplof; , f,4, fi, ¥ .5 ey en laEcuacion (57).
Estos pueden obtenerse arrancando a partir dela condicion inicial y(to) por medio de
los métodos explicitos de Euler, Runge-Kutta, etc. Generados los primeros valores
contiguos a puntoinicial o de arranque, puede entonces aplicarse cualquiera delos
métodos de interpolacion o predictores. En efecto, a partir delos primeros puntos 0,
1, ..., i, secaculalafuncién en (i+1) sin necesidad de iteraciones (por gemplo,
Ecuaciones (57) o (58)). En cambio, yavimos, que para utilizar las Ecuaciones (59)
y (60) debe recurrirse a métodos iterativos, propios de los méodos implicitos o de
interpolacion cerrada. Ello implica que debe adoptarse (ademés de | os célcul os que
recurren a métodos explicitos paralafase de arranque) un valor inicial parainiciar
la serie de iteraciones, d cual puede incidir fuertemente en € tiempo de computo y
en la posibilidad de convergencia misma. Es por dlo que se requiere para la
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aplicabilidad delosmétodosimplicitosunapertinentemaneradeinicializar (estimar)
e valor de vy, o f,;. Una forma inteigente de hacerlo es utilizar los métodos
predictores para encontrar un valor (estimacion) de yi,,, y tomar a éste como
inicializacion en un método corrector. Esta estrategia origina una gama de métodos
Ilamados predictores-correctores. Obviamente, estos métodos tienen la ventgja de
minimizar € ndmero de iteraciones de los méodos de interpolaciéon cerrada, y
ademés, conservan un error menor que los de interpolacion abierta. Sin embargo,
implican un nimero importante de evaluaciones. Como regla general, se considera
que en la etapa iterativa (correctora), se deben emplear a la sumo dos o tres
iteraciones, por 1o que € paso h debe ser lo suficientemente pequefio para lograr
buenas estimaciones en la etapa estimativa (predictora), y garantizar una convergen-
cia rgpida. Por otro lado, € paso debe ser lo suficientemente largo como para
minimizar € error de redondeo acumulado por € nimero de operaciones arealizar,
a la vez de reducir € tiempo de computo para cubrir € horizonte de tiempo de
integraci n especificado.

Como veremas en las aplicaciones particulares en € Capitulo XIV, en
general, para procesos simples, ya sea descriptos por una ecuacion o por un sistema
de ecuaciones diferenciales de elevada magnitud, en la mayoria de los casos, los
métodaos sencill os de un solo paso (Euler, Runge-K utta de cuarto orden, etc.) son mas
que suficientesy compiten muy bien en tiempo de cél cul o con los métodos implicitos
0 los predictores-correctores. Sin embargo, para casos en los cuales un sistema de
ecuaciones diferenciales presenta un comportamiento tiff, que por definicidn
involucra a variables cuya vel ocidad de cambio es muy diferente a otras (constantes
de tiempo muy diferentes en la dindmica de un sistema fisico, por gemplo), resulta
de aplicacion indispensable la familia de méodos implicitos, con estrategias
predictivas-correctivas(Capitulo XV). Enlapréctica, esconvenientese eccionar para
las etapas correctivas y predictivas algoritmos del mismo orden de error, y ademés,
en la etapa de arranque del método, utilizar valores del incremento h muy pequefios
(etapa de estimacion de los primeros valores con los cuales disparar e método
predictivo), y durantelaintegracion, utilizando criterios como los derivados a partir
deférmulassimilaresala Ecuacion (55), ir incrementando € paso segun seaposible.

Un méodo predictor-corrector muy conocido es e método de Adams-
Moaulton, cuya etapa de prediccién se calcula de la siguiente forma:

h
yi+1 = yi + ﬁ (55 fi - 59 fi—l + 37 fi—2 - 9 fi—3)
(61)

e = o(h%

y la etapa correctora:
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h
Yia =Y * 24 9f,, +19f -5f; +f,)
(62)
e - o(h?

Existen muchos otrospropuestos, talescomo € MétododeMilne, d deHamming, etc.
Todos €llos se basan en unafilosofia general similar ala recientemente bosguejada.

Por otraparte, combinando| os princi pios delosmétodos simples de un paso,
en los cuales seredliza la evaluacion de las derivadas de la funcién durante el paso
de integracion, y los de los métodos multipaso, en los cuales se utiliza informacion
de los pasos previos, puede obtenerse una familia de métodos muy potentes. Uno de
ellos es muy utilizado, en particular cuando d sistema es tiff, conociéndose como
Método de Gear. Para profundizar en estostemasserecomiendaal lector laliteratura
referenciada a final del capitulo.

XI11.8 SISTEMASDE ECUACIONESDIFERENCIALES

Planteamos ahora la solucién del siguiente sistema de n ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden, con variablesindependientesy, Y., Vs,
Yn:

L
X

@,
X

= f,(L Yy Vo o0y

= 5t Yo Vo o0y

(63)

dy,

E = fn(t, yl’ y2, ,yn)

con las siguientes condicionesiniciales:
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Y1 (to) - ylo
Y, (to) - yzo
Yo (t) = Vo

Dado que utilizamos para la solucion del sistema un algoritmo numeérico, cada una
de las Ecuaciones (63) podria tratarse en forma independiente, a partir del punto
inicial conocido. Mas alin, para cada ecuacion del sistema, se podria plantear una
estrategia (método) de resolucion diferente, ya que se aplican en paraldo y
simulténeamente, en cada paso deintegracion. Estogeneralmenteesvalidotanto para
los métodos implicitos como explicitos. No obstante, por criterios de practicidad se
utiliza en lo posible d mismo método para todo € sistema. En efecto, derivar
ecuaciones para estimar una cota de error resulta muy tedioso, y virtualmente
imposible. Por otra parte, cuando se utilizan los métodos multipaso, se debe recurrir
a métodos iterativos con sistemas de ecuaciones no lineales, con todos los inconve-
nientes que ello implica, en particular en la convergencia del sistema.

En sintesis, lafilosofiaes similar, pero ahoratodas las etapas ddl algoritmo
implican un @gebra matricial (recordar @ andlisis del Capitulo 1V) para resolver
sistemas de ecuaciones no-lineales. Ademés, la estimacion de la cota del error, su
dependenciacon € paso, laanticipacion de estabilidad del método, etc., se complican
sustancialmente. En la préactica, se experimenta con distintos pasos a los efectos de
verificar la performance del método y optimizar € desempefio del mismo, dado un
sistema de ecuaci ones a resol ver. Cuando se utilizan métodos multipaso, predictores-
correctores, en los cuales se plantea e cambio del paso h durante laintegracion, los
criterios para redlizarlos son similares a los métodos utilizados para una sola
ecuacion, pero més dificultosos de aplicar.

Por otra parte, a igual que lo discutido en @ Capitulo |V al referirnosala
forma de las matrices de coeficientes de un sistema de ecuaciones de elevada
dimensién, que en muchos problemas de ingenieria es rala, (por g emplo, cascadas
multiple-etapa, elementos estructural es en mecanica, etc.), deben aplicarsetodas las
técnicas ya discutidas que permitan manipular € sistema y obtener soluciones en
pocas iteraciones alos efectos de minimizar € tiempo de célculo. Esto es sumamente
importante en los casos en los cuales d sistema es stiff y altamente no-lineal, yaque
aqui debe recurrirse a métodos multipaso similares a los discutidos anteriormente.

Por dltimo, caberecordar quelos métodos di scutidos en este capitulono slo
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se aplican a sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden. En efecto, s
enfrentamos la solucion de un sistema de segundo orden, por emplo:

dy? _ /
o fiy,yt (64)

podemos plantear, mediante sustitucién de variables, lo siguiente:

dy
L =u-="Ff(ut,
ot (u t,y) (65)
entonces,
du /
— =f' vyt
o (uy 1) (66)

Por lo que la Ecuacién (64) se ha convertido en d sistema constituido por las
Ecuaciones (65) y (66). Este razonamiento es vélido cualquiera sea & orden de la
ecuacion diferencial (64), segiin vimos en la Seccién I1.

PROBLEMAS PROPUESTOS

P1) Encontrar lasolucion dd siguiente problemadeval oresiniciales, utilizando
losprimeros cuatro términosdelaseriede Taylor, parat = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4,
0.5,0.6,0.7,0.8,0.9y 1.0:

/

y == @+ty?

N

y) =1

P2) Resolver € Problema (1) aplicando € Método de Euler.

P3) Utilizar € Método de Heun (Ecuaciones (43) y (44)) pararesolver laEDO
del Problema (1) y comparar los resultados obtenidos con los del Problema

2.

P4) Escribir un programa que utilice d Método de Euler pararesolver laEDO:
f(t,y) = t + ycon lacondicion inicial y(t,) = y(0) = 0. Integrar la ecuacion
endintervalo0 <t <t utilizando diferentestamariosde paso, h. Imprimir
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los resultados después de k pasos (por gemplo, parat =ty, t, ty, .. ,) Y
comparar los resultados con la solucion analitica.

P5) Reescribir € siguiente sistema de ecuaciones diferencial es ordinarias como
un sissemade EDO's:

P6) Considerar laEDO
% 100y - 101 e - 100

con la condicion inicial y(0) = 2. Si se ignoran los errores de redondeo,
mostrar que e error de discretizacion de la solucion de esta ecuacion
mediante é Método de Euler es:

2
g, =& (L+100h) - % e

I+

cont<§ <t,,,0

I+

) 2 _ -
e —e (L+100h) - [ef (1 100h) et
1 0 2

+ (1 + 100 h)™* e

Considerela solucion delaecuacion en e intervalo 0 <t < 1. Investiguela
estabilidad del Método de Euler en la solucion de la ecuacion dada paraun
error inicia g = 0.0001 y para diversos tamafios de paso h = 0.01, 0.001,
€tc.

P7) Resolver laEDO del Problema (1) aplicando € Método de Runge-Kutta de
3er. orden (Ecuacion (48)). Luego, utilizar € agoritmo de 4to. orden.
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Comparar los resultados.

Integrar la EDO:

Y o3t ti2-0
o

cony(0) =0

desdet, = Ohastat,, = 5 utilizando & Método de Runge-Kuttade 3er. orden,
con un tamafo de paso h = 0.5.

En e Problema (8), estimar un limite superior para€ error total en e valor
calculado dey parat,, = 5. Suponer que é error de redondeo es desprecia-
ble, esto es, d error total esta dado por € error total de truncamiento:

€10 = Y10 - Y (t10)

Desarrallar una formulacion general para los métodos de Runge-Kutta de
4to. orden, comparables a descripto en detalle para los métodos de 2do.
orden y delineado paralos métodos de 3er. orden. Si separtedelaEcuacion
(49) y seexpande cadaunodelosk; coni =1, 2, 3, 4 en series de Taylor
como funcién dedosvariablesy seigualan | os coeficientes de cada potencia
de h<4 en la Ecuacion (49) con aquellos de la misma potencia de h en la
Ecuacion (13), ¢cudl es d sistema de ecuaciones que describe a los
parametros de cuarto orden comparable con las Ecuaciones (41) para los
métodos de 2do. orden? ¢Cuantos parametros deben especificarse para
determinar un método particular de 4to. orden? Mostrar que las Ecuaciones
(50), (51) y (52) satisfacen d sistema de ecuacionesdesarrollado previamen-
te.

El Método de Milne es un método predictor-corrector pararesolver EDO’s
con error de truncamiento de o(h®). Requiere conocer lasoluciényy € valor
desuderivaday’, en los primeros cuatro pivotes, paraaplicarloy continuar
lasolucién del mismo. Estosvalores de'y pueden obtenerse desarrollando la
funcion en serie de potencias o aplicando alguno de |os métodos de Euler o
Runge-Kutta. Resolver la EDO del Problema (1) utilizando & algoritmo
propuesto por Milne:
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P12)

4
Yirp =Y T 3 h@f, - f_,+2f)

1
Yisr e = Yica ¥ 3 h(fi, +4f+f,)

parat= 0.4, 0.5, 0.6 y0.7. Utilizar lasolucién exactadadaparat = 0.0, 0.1,
0.2y 0.3. Comparar los resultados con |os obtenidos en los Problemas (1) y

(@)

Resolver € sistema de ecuaciones diferenciales:

/

y =y +z

Z/

zZ-y

con las condicionesinicialesy(0) = 0.1y z0) = 0.2.
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