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CAPITULO |11

REVISION DE METODOSNUMERICOS
APLICABLESEN SIMULACION DE
PROCESOSEN ESTADO ESTACIONARIO

Por
H. J. Espinosa, P. Aguirrey G. A. Pérez

1.1 CONCEPTOSBASICOS

Lasolucion de una ecuacion no lineal o de una funcion trascendente, como
método, supone la blsqueda de un valor tal que satisfaga la ecuacion o funcién en
cuestion.

S f (x) esunafuncion no lineal genéricay X es la solucion o raiz, entonces
se cumple que

f(x) =0 D

Otraformaalternativa de formular el problemaes:
X" = F (x7) 2
donde F(x) esunafuncion diferentedelaoriginal, y supone que puede explicitarse de
la primitiva, cumpliéndose paraello el teorema de funciones implicitas.

Una solucion iterativa significacomenzar con un valor inicial, x,, y generar
una sucesién (secuencia) Xo, Xq, X, -.., X, tal qUE:

{*, } 1 lim x, = x* 3)

N-co

donde n representa el nimero de iteracion (término de la correspondiente sucesion).
El error exacto en laiteracion n es:

En = ‘Xn B X*| (4)

Las hipétesis usuales son que f(X), F(x) y X satisfacen las siguientes
restricciones:

i.- X sesitGadentrode: | = [a, b]/f (X) A F (X) ¢ G.
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ii.- Hay unasolaraiz (inica) en | y esreal (X ¢ ).

donde el simbolo A representa el operador 16gico y y C;: funciones continuas.
A pesar de que no se diga, todos los métodos usuales se basan en dichas
hipétesis. De no ser asi se requerirdn métodos especiales.

1.2  METODOSBASICOS. DISCUSION DE LA CONVERGENCIA

En general, losmétodosde mayor orden deconvergenciallegan alasolucion
en un nimero menor deiteraciones. Las excepciones se producen a inicializarlos (o
proponer las primeras estimaciones) con valores numéricos muy inapropiados. De
todos modos, el menor nimero de iteraciones no necesariamente significa el menor
tiempo computacional, dado que éste depende del esfuerzo de calculo involucrado en
cada iteracién. El célculo de f(xX) es e mayor consumidor de tiempo junto con €l
calculo de su derivada, que para €l caso de una ecuacién o funcion Unica pueden
suponerse equivalente. El nimero de estas evaluaciones suele ser una medida més
adecuada de la eficiencia del método de solucion.

Los métodos iterativos hallan la solucion exacta (si eso ocurre) sélo en un
ndmero infinito de iteraciones (Ecuacién (3)). En la préactica, las iteraciones se
detienen cuando €l error es menor que una adecuada tolerancia, impuesta por €l
usuario. El valor exacto del error (Ecuacion (4)) no puede usarse como criterio de
terminacion, porque normalmente no se conoce.

Por lo tanto, como criterio de finalizacién se usa una estimacion del
denominado error exacto, y esasi como interviene latoleranciade error adoptada, Eg.

L os criterios generalmente usados son:

f (x)| < Eq (5.2)
| Xo = %1 | < Eq (52
| X0 = %1 | < Eg X (5.3)

Los dos primeros comparan errores absolutos, mientras que el tercero analiza errores
relativos. Estos criterios pueden tener limitaciones, como veremos, y existen
propuestas alternativas que resuelven el problema.

Una comparacion de los métodos més usados puede verse en la tabla
siguiente:
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Tablalll.1: Méodos més usuales.

METODO ORDEN DE CONVERGENCIA 'NFORMAC'ONXPAZRA CALCULAR
-
BISECCION LINEAL (1) £ (%) f (Xo0)
SECANTE SUPERLINEAL (1.618) £ (%) f (Xor)
NEWTON-RAPHSON CUADRATICO (2) £ (x, F (%)
SUSTITUCION DIRECTA LINEAL (1) F(x)

Evidentemente, en nuestro campo de aplicacionesimportan lasraicesreales
def(x) = 0. El hecho de analizar una funcion trascendente primero (o una funcion o
ecuacién no lineal) es debido a la relacién con los sistemas de ecuaciones, tanto
lineales como no lineales, y también porque introduce y educa en la generacién de
algoritmos, y en los problemas asociados con la convergencia: factibilidad y
velocidad.

Un concepto bésico asociado con los métodos iterativos es € llamado orden
deconvergenciadel método. S definimosel error en laiteracionn, como £, entonces
S existe un nimero rea p > 1 tal que:

- X" E
jim e X VB |

N L

#0 (6)

sedice que el método esde orden p, enx . Laconstante K sellamaconstante de error
asintética, y depende de f(x). A mayor orden de convergencia, e método convergira
amayor velocidad. Pero no implica, obviamente, garantia de convergencia.

Otra medida usual es aguella que se hace para saber cuanto se debe
computar, paraacanzar unaciertaprecision en laraiz buscada. En este caso, ademas
del orden interviene el costo computacional por iteracion que esimportantismo para
definir la eficiencia de un método.

[11.3 PRINCIPALESMETODOS
[11.3.1 EI Método de Biseccién

Esinteresante considerarlo porque naturalmente eslo primero queuno haria,
s fuera capaz de graficar (o conocer la gréfica) de la funcion f(x) en cuestion.
Ademés, su basamento se puede probar, y dentro de ciertas pautas da garantia de
éxito.

Si lasraicesdeinterés practico son aisladas, esto eslosvaloresde x han sido
divididos en distintos intervalos, en cada uno de los cuales sospechamos que se
encuentra alguna raiz de importancia para nuestro fines, posibilita garantia de
convergenciaalamisma Existe un teorema, quedice: S f (x) es continua desde x=a
hasta x=h, y si f (a) y f (b) tienen signos opuestos, luego hay como minimo una raiz
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real def (x) = 0, entreayh.
yA

\/

Figuralll.l: Raiz aidlada de una ecuacion.

Basado en €l teorema anterior, supongamos (tal como se aprecia en la Fig.
(111.2)) quef (x) escontinuay positivaen x = ay negativaen x = b. Luego, habrauna
raizentreay b. S, entonces, dividimos el intervalo | = [a, b] por lamitad, podemos
calcular f [ (a+b)/2], teniendo tres posibilidades, a saber:

i.- Que sea cero (dentro de cierto error), en cuyo caso eslaraiz.
ii.- Que sea negativo, en cuyo caso laraiz estaentrex = (a+hb)/2y x = a.
iii.- Que sea positivo, entonces se encuentraentre x = (a+h)/2y x=b.

De modo que el procedimiento continua bisectando el intervalo cada vez,
hasta lograr laraiz dentro de la precisién deseada.

Cada repeticion reduce € error maximo por un factor de 2 (dos), de manera
gue tres iteraciones producen una mejora aproximada de un orden de magnitud. Su
gran virtud es que asegura la convergencia, que constituye una propiedad que no
encontramos en los otros métodos. A cambio de ello, puede ser tremendamente lento
lo que lo puede transformar en ineficiente, debido a que eslineal (orden 1).

Otro método que converge para toda funcion continua es € denominado
Método de la Falsa Posicién o Regula Falsi (ver Figura(111.2)).

Mecénica (algoritmo)
X1 Y Xolf (X).F (%) <O
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luego — X,
si:f(x)f(x)<0;i=12
(enestecasoi = 1)

serepite x, y continlia.

y A
y=f (x)
X2 X * =
Z, vy X
Figuralll.2: Método Regula Falsi.
Seveque:
e T (7.2)
Yo=Y Vi Y '
Y y
X, = — X v — X (7.2)

Y3 = Y1 Y1 = Y3

Si f(X) escdncava entre x, y x, se dice que el método es estacionario; esto es, € punto
X, €s siempre uno de los dos puntos usados para la siguiente iteracién (ver Figura
(111.3)). Lo mismo ocurriria si fuese convexa en las inmediaciones de la raiz,
provocando una convergencialineal en estos casos.

Una mejora que lo hace més eficiente consiste en aplicar laférmula hallada
(Ecuacion (7.2)) alospuntos x; ., Y X, 1 , pero reemplazando

Y., poray , =y ,talqued<a<l )
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Esto es:

X_, = %Y X |+ _ Y X 9)
2 Y1~ Vi * Yiia ~ @ Yig °

Si cambia €l signo debe retornarse el método original, de lo contrario se continGia con
lamejora presentada. Las elecciones més simples para a son:

-a= Y% (Méodo lllinois)

o = — 2 (Méodo Pegaso) y=f (x)

y‘\ yi+yi\1

Lol

Figuralll.3: Método Regula Falsi parafunciones concavas.

Estas mejorasincrementan el orden, y los hace superlinedes (1linois: 1.44 y Pegaso:
1.64). Son algoritmos muy buenos cuando tenemos dos puntos en los cuales f(x) tiene
signo opuesto. En caso de no querer hacer un esfuerzo computacional en hallarlos,
se pueden usar interpolacion lineal inversa con los dos Ultimos puntos computados
para generar el siguiente. En este caso resulta:
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X, :in +Lx (10)
"t Yi ~ Vi1 ' Yil_YiI

A este método estacionario se o denomina método de la secante. Requiere
de dos aproximaciones iniciales (recordar Tabla(111.1)), y s6lo si son cercanas ala
raiz el método es convergente. Pero tiene la ventaja de ser super lineal (orden de
convergencia = 1.618). Su hombre se debe, seglin la Ecuacion (10), a que se puede
escribir:

X~ %X

Xi+l = )S - yi _ yi71

Yi (11

expresion que sera de utilidad cuando discutamos métodos para sistemas de
ecuaciones.

En la Ecuacion (11) se pone de manifiesto un problematipico de erroresen
caculo numérico. Seve que cercadelasoluciény, ey, son cantidades parecidas con
lo que aparece el problema de cancelacion sustractiva en ese segundo término; que
es un término de correccion que estara aportando muy pocosdigitos significativos, lo
gue obligaa usar doble precision (término computaciona que implicala cantidad de
digitos retenidos) si queremos acercarnos ax  con mucha precision.

[11.3.2 Métodos de Newton-Raphson. Usos de la Derivada de la Funcion

S basados en la Ecuacién (11), expresion de la secante generalizada,
modificamos el término corrector de modo que aparezca la pendiente en el punto,
obtendremos el conocido método de Newton-Raphson. Es decir, Si:

Xi+1 = )(I - L = Xi — L
Yi = Yia f () - f 05y (12)
X = X X = %
se puede hacer que:
f(x)
X =% - (13)

£ (x)

expresion del algoritmo que nos interesa.
Otraforma de entender |a propuesta es suponer una expansién en serie de
Taylor, truncadaen e primer término (linealizacion de lafuncion). Esto es:
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S () = f (x) %/ () (g & x) % ... (14)
¥ = f{x,,,) es tal que es un valor muy cercano a x’, tal que si: y,,,/f(x,,,) = 0, tenemos:
f(xi) - &f) (xi) (xi%1 & x,‘) (15)

que conduce, reordenando, a la Ecuacion (13) basica del método.

Su ventaja es el orden de convergencia (p = 2, cuadratica) y su desventaja
principal es la evaluacion de la derivada de la funcidn, ya sea analitica o numérica,
como se vera en los casos de interés practico.

Ejemplo:

Sea la siguiente funcion, que por lo sencilla pueden conocerse sus raices, de
tal forma de ilustrar la mecénica del método: f{x) = x* - 3 x = 0, con raices 0 y 3.
Encontrar una de sus raices por N-R. Para ello como vimos necesitamos un valor
inicial supuesto, o semilla. Sea éste x, = 1, y el criterio de tolerancia: J{x)2 #10 ~.

f(x,) = -2, distinto de cero, luego:
- & f(x())

X X 7

f'(x)=2x-3, luego:

X, =1-(2)/(-1)=-1.

fix)=1+3=4 .0, luego:
Sx)

x, " x &

: " (&1) & 4/(&5) " & 0.2

1
f(-0.2)=0.64, ... 0, luego:
- f(xz)
x " x, & 76
f(x;)=-0.0.0354

Sx3)
VACSY)

" (80.2) & (0.64)/(&3.4) " & 0.0118

XU & " (0.0118) & (0.0354)/(83.0235) ™ & 4.577 108
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ello implica que x, es raiz de la funcién dada, dentro del margen de tolerancia
especificado.

I11.3.3 Sustitucion Directa o Aproximaciones Sucesivas
Dada una funcién o una ecuacion, si puede resolverse en forma explicita para
una variable, es decir si:

Dado: f{x) = 0
Se propone: x = F(x)

esto es, explicitando la variable independiente, se puede, entonces, establecer la
férmula para un algoritmo de un solo punto y estacionario, es decir:

Xgg ~ F(x) (16)

Su éxito dependera, evidentemente, del arreglo logrado para la ecuacion (esto es:

y y=F (%)

y=x

Xy

*
XX, X X

Figura I11.4: Método de aproximaciones sucesivas.

F(x)), cuyo analisis permite ver la factibilidad de solucion. Esto es, de acuerdo a la
Figura (II1.4), cuando es convergente (estabilidad del método). Se puede probar -y ver
graficamente- que si:
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F)(x) <1 ; xg IGx
es convergente.

Ejemplo:
Sea la misma funcion del ejemplo anterior. Encontrar una raiz por el método
de sustitucion directa. Para explicitar x operamos algebraicamente, y obtenemos:

x " 3x " Fx), conx 0

Hacemos x, = 1, criterio de error (5.10 )
x,, = F(x,), entonces:

x, = F(x,) =3"=1.732051
x,=F(x,)=2279510

x; = F(x,) =2.615060

x, = F(x;) =2.800923

x5 =F(x,) =2.898753

xs = F(x5) =2.948942

x, =F(xz) =2.974361

xg = F(x,) =2.987153

xo = F(xg) =2.993570

X, =F(xy) =2.996783

2,y -%,2=3.2107, luego, x,, es raiz de f{x) dentro del margen de error especificado.
fx;0) =0.0096 /0

Aceleradores de Convergencia: Casos p=1
Son técnicas basadas en extrapolaciones. Si la iteracion es convergente, sera:

x &xy "K (x &x); K, <1 a7

%1

donde: K; K: constante de error asintotico.
Cerca de la convergencia K; es practicamente constante (y parecido al valor
final de K). De modo que:

(O &xg)— K (x &x) (18)

y eliminando K’ entre dos iteraciones
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(%2 | &%)

- - (29
(X" = %.9) (x" - x)
resolviendo parax se obtiene:
X X -~ X
X' e 12 T2 (20)
X2 = 2% X%

Este resultado es el procedimiento de Aitken, de aceleracidn de convergencia.
De manera que: X..; = X €sunamejor aproximacion (valor extrapolado); y
asl se contindia con el proceso iterativo, que logra mejorar la performance.

11.3.4 Procedimiento de Wegstein

Es el algoritmo mas utilizado para acelerar el método de aproximaciones
sucesivas. Incluso, es de gran importancia su implementacion en problemas de
sistemas de ecuaciones no lineales, como veremos en el préximo capitulo.

La base del mismo es proponer a la clasica iteracion de aproximaciones
sucesivas un valor mejorado, segun la siguiente ecuacion:

Xy -aX +(@-0x, (21)
de modo que:
%., = F ()_(1—1)

se corrige X, y continlia. De la Ecuacion (21) se ve que es hecesario generar dos
valores seglin el esquema tradicional, y conociendo g comenzar con esta propuesta.

Paraanalizar el calculo de g puede ser ttil laFigura(l11.5), donde se aprecia
la aproximacion propuesta.
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y A
5
y=X
6
4
3 2 1 y=F (x)
Xi1 x* X ;
Figuralll.5: Método de Wegstein.
Teniendo como idea que:
Xy~ X
esla definicion de g, segun:
x“=ax (10X,
0sea
XX, =0 Xy) (22)
y, de igual modo,
X© o = (16 (X - %) (23)
resultando
X' =X,
X' )gxil o - a) @)

Como X" no se conoce, se debe aproximar. Esto es:
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donde los segmentos indicados en los cocientes estan determinados en Figura (111.5).
Luego:

q X2 = Xiig
= 25
1-9 X = X ()
de donde obtenemos la expresién para el calculo de q:
q= X2 = % (26)

X = 2%, * X,

En el capitulo siguiente veremos gjemplos de aplicacion tanto para una sola ecuacion
como para sistemas de ecuaciones no lineales, resueltas por este método.

111.3.5 Uso de Fracciones Continuadas

Para problemas de una variable la representacién a través de fracciones
continuadas ha demostrado tener ciertas ventajas sobre otros métodos tradicionales.
Laprincipal es e reducido nUmero de operaciones que requiere su gjecucion, con la
correspondiente disminucion del tiempo de computacion.

Este tipo de representacion ha sido usado para problemas de interpolacion
de datos; y se puede extender al caso de busgueda de raices que nos interesa.

Si se conocen valores tabulados de unafuncién, esdecir: (X, , fo), (X, f1),..,
(X, , T ), paraaproximar f(x) se puede proponer la siguiente expresion:

F) =09 (9 - 8 + X" %

X =Xg (27)

Que, en forma compacta, puede ser escrita como:
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R 29)

1

donde:

G —

L0 -

w0

3

29)

) =y - A()i)l

P

Los coeficientes a; pueden evaluarse con la Ecuacion (29). Esto es, S gy(X;)
seigualaalosvaloresf;, luego se resuelven las ecuaciones que resultan. Es decir:
eNX= X,

20 (%) = fx) =1, = 2 (30)
enx=x,
o (x) = f, = f, + L0
luego,
VP @)

Deigual forma se pueden obtener todos |os coeficientes.
En el caso de busqueda de raices, es decir resolver paralos valores de x tal
gue: f(x) = 0, se plantea

x = y(f) (32)

ecuacion de lafuncidn inversa. S ésta se aproxima por fracciones continuadas,
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x =y f)=a+

f-1, €5)

Luego, sustituimos f = 0 en Ecuacién (33), de modo que € lado izquierdo sea una
aproximacion alaraiz buscada,

X=a, -

f3 (34)

La determinacion de los coeficientes a; se lleva a cabo en una forma similar alaya
vista. Esto es, Si:

x=90(f)=ao+9(f)° (35)
1
donde:
— f
Q (f=-a + =
1 1 , (f)
........... .
Q|1(f):a11+ Q. (51 (36)
o - a ........

la evaluacion se hace con la Ecuacion (36), poniendo £y(f;) igua ax; y resolviendo
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sucesivamente. En f = f,, w(f,) = a, (Ecuacion 33).
Un algoritmo muy interesante, basado en este método, es el de Shacham
(1989). Se denominade memoriamejoraday se aplicaacualquier ecuacion no lineal.
El reemplazo de los polinomios de interpol acion de Lagrange por fracciones
continuadas mejora los métodos de interpolacion inversa, sobre todo en el uso de
memoria que requieren. El mencionado algoritmo, para el caso de una ecuacion del
tipo f(x) = 0, se puede describir de la siguiente manera:

1.- Elijadosvaloresiniciales, x, y x,. Calculey, = f(xo), y1 = f(xy)-
2.- Compute x,, con las siguientes ecuaciones:
= Xo
A= (Y1~ Yo )/ (X1 - %)
X = 8- Yolay
3.- Hagan= 2y caculey, = f(x,).
4.- Con las ecuaciones recursivas se calcula x,, ;, de modo que:
by = X,

bi = (yn - yi-l )/(bi-l - ai-l) ; I = 1!213! reany n-l
Yn= = (yn “Yn1 )/(bnl - anl)
Yia= & - Yialy s i=n,n-1, .., 1

Xne1 = Yo
5.- Cacule y,, = (X 1)-
6.- Verifique la convergencia. S no converge, hagan = n+1, y vuelvaa4.

[11.4  SOLUCION DE SISTEMASDE ECUACIONESLINEALESSIMUL -
TANEAS

[11.4.1 Planteo del Problema. Teoremas Basicos
Setrata de resolver n ecuaciones lineales simulténeas con n incognitas:

n

Y oax=b; i=12.n (37)

-1
0, en su forma compacta matricial

A.x=b (38)
donde A = [a;] eslamatriz de coeficientes (cuadrada, nxn) y x'= (X, ..., X,) s €
vector deincognitas, siendo b' = (b, ..., b,) € vector de términosindependientes. Para

€l caso que nos interesa, tanto A como b son reales. En adelante se obviaralanotacion
transpuesta de la matriz, suponiendo que en las operaciones entre matrices se
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disponen éstas de tal forma que sean compatibles para las mismas. S definimos la
denominada matriz aumentada como:

A=A B;n.(+1 (39)

dado que b es un vector columna; y recordando la definicién de rango de unamatriz:
V(A), €l teorema basico de existencia de solucion establece:

1.- El sistema de ecuaciones (Ecuacion(38)) tiene solucion si y solo si: v(A)=
V(A).
2.- S V(A) = V(A,) = k< n, luego las Xy, Xiz,..., X SON variables cuyas columnas

son linealmente independientes en A, de modo que las restantes (n-k)
variables pueden asignarse arbitrariamente. O dicho de otraforma, hay una
familia paramétrica de (n-k) soluciones.

3.- S V(A) = v(A,) = n, hay una tinica solucién.

Corolario: Parael caso homogéneo (b= 0), o seaA . x = 0 habra solucién no trivial,
sy solosi v(A)< n.

Paraestos problemas, cosague no ocurreen el caso no lineal, existe solucion
analitica (recordemos la denominada Regla de Cramer), pero la dificultad reside
principalmente en computar esa solucién. La evaluacion de determinantes no hace
préctico dicho procedimiento analitico; luego, €l problema es desarrollar algoritmos
computacionales més eficientes, es decir que sean mas répidos, sobre todo en el
nimero de operaciones necesarias y que ademas sean robustos de modo que la
solucion calculada sealo mas precisa posible.

Un punto vital esdiscutir cbmo se espera que seala matriz de coeficientes.
En general, puede encontrarse entre alguna de estas dos categorias:

i.- Llena pero no muy grande. Es decir con muy pocos ceros, y en donde n no
sea mayor que 100, por gjemplo.

ii.- Dispersay relativamente muy grande, denominadas también ralas. En estos
casos, son muy pocos (en relacion al orden) los elementos distintos de cero
y n puede ser mayor a 1000. Estas matrices son tipicas al resolver problemas
con ecuaciones diferenciales parciales y también aparecen a plantear
modelos de ssimulacion de plantas completas, o bien de procesos con
multiple etapas en serie, como veremos en |os proximos capitul os.

Naturalmente, los métodos desarrollados deben estar dirigidos a resolver
algunade estas dos categorias, y s es posible haciendo uso de sus caracteristicas para
incrementar su eficiencia
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Un problema, cual eslacondicion del sistema, se puede analizar consideran-
do un vector residual r, cuando se tiene una solucion calculada x.. Es decir:

L-b-A.x (40)
se sabe que:
A.X=b,ob-A.x =0 (41)
entonces ser&
r=A. K -x)
luego,

X -x)=A'.r (42)

de donde se ve que aunque r tenga elementos muy chicos, si A™ (matriz inversa)
contiene muy grandes coeficientes, la diferencia entre X™ y x. puede ser alin muy
grande. Esto permite anticipar laimportancia de un escalado en los coeficientesde la
matriz A original, ya que aunque el vector residual r impuesto sea pequefio, €l error
encontrado para la solucién puede ser muy grande.

I11.4.2 Métodos Directos

Un método directo para hallar la solucién es uno en € cual, si todos los
célculos (computaciones) fueran llevados a cabo sin error de redondeo conduciriaa
lasolucién exactadel sistemadado. Précticamente todos estan basados en latécnica
de eliminacion. El error de truncamiento para estos métodos es intrascendente.

Eliminacién Gaussiana
Desarrollando la Ecuacion (42), se obtiene el sistemaen lasiguiente forma:

Ay Xp fAp Xt ta X, =b=a

By Xp t Ay Xt Ay X =by=a,

(43)

Se supone que la matriz es no singular, y que a,; # 0 de manera de poder
dividir laprimer columna por &, y asi restar paralas ecuaciones, dondei=2, ...., n.
Esto da como resultado:
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Ay Xt A, X o +a, X, & na
(2) (1) )
A Xy t e + 8y Xy = 8 na
......... (44)
(1) 1) ()
Gy X Tt 8y Xy = an,nwl
siendo losa®;, tal que:
M _ e P s
& =g — —@a;;1=2 .., n ; j=2, .., n+l (45)

an

s fuese a;;, = 0 seintercambian columnas, y seoperaen consecuencia. Por comodidad
sedefine: m, = &, /a;; coni=2, ..., n.

De igual forma se contintia con el procedimiento haciendo ahora (si a,, =
0) m, = a®,/ a®,, coni=3, ..., n resultando, al restar, el siguiente sistema:

g X T A, Xyt + Ay, Xy = 8 g
az(;) Xy F e + az(ﬁ) X, = az(’l)n+l
0 x cafx - o (49
82 %, + s+ 2D %, = 32,
donde:
aifz) = aij(l) - m, az(jl) ;i=3, .., n  j=3, ..., n+1 47

Y, continuando con €l procedimiento hasta (n-1) pasos llegamos a sistema final:

A X T Ap X o T Xy T @y

€ @ )
A Xp o By Xy T @ (48)
............ o e
ay, Xn - an n+1

con los elementos en la diagonal (distintos de cero), tal que:
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af =a ' -mya ' k=1l..,n1
j=k+1.,n+1
i = k + l,..., n (49)
0
& = &

conmy = a,"/ a4 Y
Luego, la solucion es facilmente calculada por sustitucion hacia atrés, a

terminar el procedimiento de eliminacién. Esto es:

-y a,(' 1) Ji=n.1 (50)

i+1

3 ' i

Unavariante muy importanteesel procedimiento dereduccion o eliminacion
de Gauss-Jordan. En este caso se procede aeliminar con los elementos diagonales en
todala columna, dejando sdlo ese elemento; y se deriva en un sistema que comparan-

do con Ecuacién (44), en una primera pasada tiene laforma:
&) _ 1@

. X al(? X3+ e - A
az(;) X 32%) Xy + e + aZ(r? X, = az(1)n )
af)%) Xy + a?Ezn) X = aéZr?‘l (51)
an(? Xy e, + arfz) X, aﬂ(2)n .
Notar que:
a1 - afhs

Siguiendo con el procedimiento se hacen cero todos |os elementos, excepto
los correspondientes ala diagonal, resultando:
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_ 40D
a; % =& n
(@) (n-1)
ay % = 8 na
’ (52)
(n-1) (n-1)
An Xy T @y n
de modo que la solucion es simplemente:
(n-1)
_ ai, n«l .
X = i i=1, ..., n (53)
&

A pesar de lo que resultadel procedimiento, laeliminacion Gaussianaes la
méseficientedelas dos, considerando sdlo las multiplicacionesy divisiones (recordar
acumulacion de error, ademas), llegando, para grandes sistemas (n >> 1), el método
Gauss-Jordan a requerir cerca de un 50% més de operaciones que € de Gauss.

Se ha trabajado mucho paralograr formas compactas del método de Gauss,
no solo paraahorrar espacio dea macenamiento (memoria) sino también paramejorar
laprecision en los célculos que mas inciden en el resultado. Para ello se han definido
matrices especiaesen cuanto alacaracteristicade suformulacion, lascualespermiten
ahorrar tiempo de calculo una vez aplicadas. No trataremos este punto aqui,
remitiendo al lector alabibliografia recomendadaal final del capitulo.

Andlisisdeerrores

Debido a que generalmente no es posible obtener la solucion exacta, se
consideraran los posibles errores'y sus cotas. Las fuentes de error son variaciones en
los elementos de A y de b, ya sea originales o debidas a redondeo. Estudiando
primero el caso méas simple, que considera cambios sélo en b, sera:

A.x=-b+3db (54
S resultaasu vez:
X=X + 98X
Seve que
A. (X +3)=b+3b
con lo que:
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A.3x=3b
3 =A'. b (55)
y/0, tomando normas:
18xI < A [3bl (56)
deigua modo:
1ol < 1Al . 1X7]
tal que:
(Is]
X1 > —
1Al
resultando €l error relativo:
18x] , l8b]
— < JA A —
o 1 0

La cantidad /A / /A /se denomina el nimero de condicién de A, K(A) >1
siempre. De modo que:

Y |3b|
- < K(A ——
X7 — lbl (58)

Asi, s K(A) escercano al, sedice que A eshien condicionada; y si es muy
grande nos encontramos frente a un caso mal condicionado.

Si lafuente de error fueran los elementos de lamatriz de coeficientes, esto
€s.

A+ 3A) . (X + &) - b (59)

por un procedimiento similar a anterior sellegaaque:
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BY 134
—— < K@ — 60
X" + 8x| 1Al (60)

con igual connotacion que en Ecuacién (57). Los efectos del valor A/ pueden
subsanarse, en parte, trabajando con mayor precision (mayor retencién de cifras
significativas durante el célculo).

Refinamiento iter ativo
Hemos visto que:

r=b-

>

- X
c

En las situaciones que nos interesa una solucién muy cercana alaverdadera
X" =A™ . b, con un vector tal quer sea pequefio 0, en caso en que X, seatal que:

e=x -X (61)

-c
y seamuy pequefio en términos relativosax’. Si

b=A.x

Resulta:

I
>

X -

>

. X =
c

>

X x) =

>

e (62)

Tomando normas, y procediendo como ya se ha visto, se puede probar que:

1o lel Izl
— — < — < KA — (63)
K@A bl x| I]

Por lo que, si & niimero de condicidn K(A) es cercano alaunidad, pequefios
erroresrelativosder y e siguen lamismatendencia (en coincidencia). Este hecho no
ocurre para sistemas mal condicionados, como se habia anticipado.

Larespuesta a problema dependera de la condicion de A 'y de la precision
de la aritmética (redondeo). Esto lleva a que €l computo del residuo r debe hacerse
con doble precisién, por larazén de quer suele ser del mismo orden de magnitud que
el error de redondeo.

Formalizar un procedimiento que contemple el problema es lo que se
denominarefinamiento iterativo. En realidad se arma un esquema iterativo con una
solucién computada previamente, tal que el residuo para una etapa m de clculo sea:
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L(m) - Q _

>

™am=1,2, ., (64)

y de acuerdo ala Ecuacién (61)

R (65)

con e ™ calculada seglin la ecuacion anterior.

S x™Y no es satisfactorio se procede a la etapa (m+1) de célculo. En
cambio, si ™/ ™ fes menor que unatol eranciaestabl ecidaaceptamoslasolucion
x™. Asi, se conformaun criterio de terminacion que funcionamuy bien en lapréctica.

Cada etapa de este proceso, ademas, esmucho més répidaguelasolucion del
problemaoriginal. Se debe recordar que la computacién de Ecuacion (64) seredliza
en doble precisidn, lo que implica aumento en el requerimiento de memoria.

[11.4.3 Métodos Iterativos

Su basamento esidéntico al método de aproximaciones sucesivas visto en €l
caso de funciones no lineales, con lo que empezando con un vector inicia se genera
una sucesion de vectores, tal que;

SR I (66)

Si laF; (funcidn iteradora) no es dependiente sobrei (nivel deiteracién) se
[lama, alarecurrencia, estacionaria.

Para la mayoria de las matrices estos métodos requieren mas computacion,
para un deseado grado de convergencia, que los métodos directos; pero para la
matrices ralas (de gran interés en aplicaciones) el esfuerzo computacional es
comparable. Ademas, como hemos mencionado, para estas matrices es posiblelograr
una mejor utilizacién de lamemoria. Luego paramatrices ralas grandes, |os métodos
iterativos son los mas aconsejados por su eficiencia computacional.

S6lo nos interesaran procesos iterativos lineales por consideraciones de
eficacia, una vez més. Un procedimiento de iteracion matricial lineal en un punto
tiene laforma general.

X,° éi X G (67)

dénde B; y ¢; son independientes de i (iteracion estacionaria).

Recordar que en los métodos iterativos basados en substitucion directa (o
Wegstein) debe explicitarse la variable independiente. A modo de introduccion se
puede ver dicha forma haciendo:
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A.x=b
A.x+Xx=b+x
A+D.x=x+b
x=A+D.x-b
0, en laley de recurrencia
X,=L+BH.x-b (68)

gue nos da unaformagenéricasimple delos métodos iterativos estacionarios que son
los universalmente usados.

M étodo de Jacobi
Se escribe lamatriz A como:

>
I
[w)
+
i~
.
i<

(69)

siendo D lamatriz diagonal (formada precisamente con esos elementos). L y U son
triangularesinferior y superior, respectivamente, con €l resto deloselementos; y ceros
en su diagonal principal. Luego, si:

obtenemos:

=-D*. L+V.x+D*. b (70)

§ +1
por supuesto que supone que ladiagonal principal no tiene todos ceros (en A).

De no ser asi, si A es no singular, se debe permutar filasy columnas para
obtener una forma que permita definir D. Es deseable que sea de la forma diagonal
dominante, esto que los elementos de la diagonal sean lo mas grandes posibles
respecto a los demés. Para este método de Jacobi la matriz B puede entonces
escribirse como:
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[loo
I
|
[w]
R
=
.
=

(71)

haciendo:

I
lloo
<
+
o
AN
o

(72)

M étodo de Gauss-Seidel

Este es el método ampliamente usado que siempre converge si converge
Jacobi, (y alln en casos en que éste no converge); y en general 1o hace més répido,
siendo su implementacion més eficiente.

Ladiferenciafundamental es que amedidaque es cal culada cadacomponen-
te de x;,, es usada inmediatamente en lamisma iteracién. Al proceder de ese modo,
la ecuacion obtenida para Jacobi, resulta:

x =-D'.(L.x

i+l i+

)+D*.U.x+D*".b (73)

— _| -
reordenando y sacando factor comdn x;,, setiene:

(+D*.D.x =-D*.U.x+D*'.b

por lo que premultiplicando por D, obtenemos:

G+D.x,--U.x+b

luego:
X :7(Q+£)*1.g.>_<i+(g+g)*l.g (74)

T+l

entonces sera, tomando B parala expresion generalizada:

x =+B.x+@Q+D*'.b (75)
B--@+L". U (76)

Existe unteoremaque pruebaque: S unamatrizesdefinida positiva, € procedimien-
to de Gauss-Seidel converge independientemente del vector inicial propuesto.

Otro hecho importante es que los métodos matriciales iterativos convergen
linealmente. Es natural pensar que € error de redondeo es mayor en un método
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iterativo que en uno directo; sin embargo como siempre se usa la matriz de
coeficientes original, el error por redondeo en que se incurre en un método iterativo
es solo aquel producido en la dltima iteracién. En consecuencia, ambos tipos de
métodos tienen un error equivalente, tan serio para unos como para otros.

El error de truncamiento, en el caso de los métodos iterativos, suele ser de
un orden mayor de magnitud que el mencionado de redondeo. No obstante, dado que
en los métodos iterativos se tiene un criterio de control de error, este es acotado
convenientemente.

PROBLEMAS PROPUESTOS

P1) Sealasiguiente ecuacion definida parax > 0:

x2-In(3x) + 19 =0

Encontrar las raices de la misma por |os siguientes métodos:

a) Wegstein
b) Newton-Raphson

P2) Para € flujo isoentrépico de un gas perfecto que fluye desde un reservorio a
través de unaboquilla convergente - divergente operando con velocidad sonicaen la

constriccion, se puede demostrar que:
E 21y B E (y + l) Iy
P, P,

O N L TV
==
donde P eslapresion sobre el dreatransversal A delaboquilla, P, eslapresion en el
reservorio, A es la seccion transversal en la constriccion y y es larelacion entre el
calor especifico apresion constante y el calor especifico a volumen constante.

S A,y P, yA(> A) seconocen, idear un esquema para calcular las dos
posibles presiones P que satisfacen la ecuacién de arriba. | mplemente su método en
la computadora.

Datos sugeridos para prueba:
A= 0.1pie’, y= 141, P, = 100 psiay A= 0.12 pi€’.

P3) Unabolsa esféricade gas aaltapresion, inicialmente deradio ro y presion p,, se
expande radialmente en una explosién submarina adiabética. Parael caso especia de
un gas con y = 4/3 (relacion de calor especifico a presion constante a calor especifico
a volumen constante), el radio r en cualquier instante de tiempo t posterior a la
explosidn se expresa como:
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donde o = (r/rg) - 1y p esladensidad del agua. Durante la expansion adiabética, la
presion del gas se expresa como (p/po) = (ro/r)’.

Desarrollar un procedimiento paracalcular lapresiony € radio de labolsa
para cuaquier instante de tiempo.
Datos sugeridos para prueba:
Po= 10" Iby/ pulgada?, p = 64 1b,,/ pie’, r,= 1pie, t= 0.5, 1, 2, 3,5y 10 milisegun-
dos.

P4) F moles/hr. deunacorrientedegasnatural licuado de n-componentesseintroduce
como corriente de alimentacién a un tanque de vaporizacién flash como seindicaen
lafigurasiguiente:

VY

Vapor
Alimentacion
—_—>
F, z,
.iquido

Las corrientes resultantes de vapor y de liquido se extraen alas velocidadesde Vy L
moles/hr., respectivamente. Las fracciones molares de los componentes en la
alimentacion, en e vapor y en € liquido, se designan, z, y;, € x;, respectivamente (i =
1,2, ...,n). Suponiendo equilibrio liquido/vapor y operacién en estado estacionario (en
el capitulo IX desarrollaremos con mayor extension el andlisis de este equipo),
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tenemos:

Balancedemateria F= L + V
Balanceindividual: z F= x L + v, V
Relacion de equilibrio: K, = yi/x;

Aqui, K;, eslaconstante de equilibrio para la i-ésima componente alatemperaturay
presion prevalecientes en el tanque. A partir de estas ecuaciones y del hecho que:

probar que:

Zn: z (Ki - 1) i
1 eK -1 -1
donde @ = V/F representa la fraccion vaporizada.

Escriba un programa que lea los valores de F, z y los K; como datos y
entonces utilice el método de Newton para resolver esta Ultima ecuacién en ©. El
programa deberiatambién calcular lafraccion deliquido L/F, los x; ey, utilizando las
tres primeras ecuaciones dadas més arriba. Los datos de prueba, que se muestran en
latabla siguiente, estén relacionados con el flasheo de una corriente de gas natura a
1600 psiay 120 °F.

Componente i zZ K,
Diodxido de carbono 1 0.0046 1.650
Metano 2 0.8345 3.090
Etano 3 0.0381 0.720
Propano 4 0.0163 0.390
I sobutano 5 0.0050 0.210
n-Butano 6 0.0074 0.175
Pentanos 7 0.0287 0.093
Hexanos 8 0.0220 0.065
Heptanos 9 0.0434 0.036

Total 1.0000

Suponer que F = 1000 moles/hr. Ademés deberian ser leidos como datoslatolerancia
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&y un ndmero maximo deiteraciones. ¢Cudl seriaun buen valor de arranque para®;?.

P5) Parael flujo turbulento de un fluido através de un tubo liso, es posible establecer
lasiguiente relacion entre el factor de friccion ¢ y €l nimero de Reynolds Re:

\l;lf— - 04 + 174 In(Re o, )

Calcular ¢; paraRe = 10% 10°y 10°.

P6) Para el flujo estacionario de un fluido incompresible através de un tubo rugoso
de longitud L y diametro interior D, la caida de presion viene expresada por la
siguiente relacion:

fup Uhi L

Ap =
P 2D

donde p esladensidad del fluido, u,,eslavelocidad mediadel fluidoy f esel factor
de friccién de Moody (adimensional). El factor de friccion de Moody es unafuncion
delarugosidad €y del nimero de Reynolds,

D p u,
U

Re =

donde 1 eslaviscosidad del fluido. Para Re < 2000,

;oo 64
M Re

mientras que para Re > 2000, f,, viene expresada por la Ecuacién de Colebrook,

1 e 251
— = -2 x |c)g10 +
f., 37D Re /T,

Un buen punto de arranque para la solucion iterativa de esta ecuacion puede
encontrarse a partir de la Ecuacién de Blasius,

f, = 0.316 Re %

apropiada para flujo turbulento en tubos lisos.
Escribir unafuncién (function), PDELTA, que podriaser Ilamadaatravésde
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lasentencia: DELTAP = PDELTA (Q, D, L, RHO, MU, E) donde el valor de PDELTA
representala caida de presion para el flujo volumétrico (caudal) Q de un fluido con
densidad RHO y viscosidad MU através de un tubo de longitud L, didmetro interior
Dy rugosidad E. Observe que MU y L deben definirse como variables reales.

Escriba un programa que lealosvaloresde Q, D, L, RHO, MU y E, Ilame a
PDELTA para calcular la caida de presion, imprimalos datos y resultadosy vuelva
aleer otro conjunto de datos.

Datos sugeridos para prueba:

Q gal/min 170 4

D pulgada 3.068 0.622
L pie 10000 100
RHO Ib,/pi€® 62.4 80.2
MU Ib./pie seg. 0.0007 0.05
E pulgada 0.002 0.0005

P7) Sea el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

9%, + 3%, + 5X; = -3
2%, -%X = 0
a4, - 3%, + Xy = -1

Encontrar la solucion por los siguientes métodos:

a) Gauss

b) Jacobi

C) Gauss-Seidel

d) Sustitucion directa
€) Wegstein

P8) Sea el siguiente sistema:

9%, + 2X, = 3
2% + 3%, + X =4
5%, + 4X; + 8X, = -8
3%, - % =0

Encontrar la solucion mediante el método de Gauss. ¢Puede aprovechar la estructura
particular del sistema parafacilitar el calculo?.
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P9) Sea el siguiente sistema:

Aplicar el método de Gauss-Seidel para encontrar la solucion.

P10) Sea el siguiente sistema expresado en forma matricial:

135|183 |2
24 3[|A%| = |0
112 |ax,| [3

Encontrar los valores para 4x,, A%, y Ax, por 10s siguientes métodos:
a) Gauss

b) Gauss-Seidel

C) Jacobi

P11) Confeccionar un diagrama de flujos para un programa que ingrese como datos
la matriz de coeficientes y € término independiente de un sistema de ecuaciones
lineales de dimensién N, y calcule la solucion. Suponer que dispone de subrutinas de
inversion de matrices.

P12) Utilizando software comercial (rutinas IMSL, Numerica Recipes, etc.)
confeccionar el programa correspondiente a diagrama de flujos anterior.
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