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CAPITULO XI
OPTIMIZACION

Por
Marta B. Ferrero y Omar J. A. Chiotti

XI.1  INTRODUCCION

El concepto de optimizacion data de tiempos inmemorables y fue incluido
en la empresa cuando el mercado comprador que caracterizo las primeras décadas de
la revolucion industrial comenzd a transformarse hasta convertirse en el mercado
vendedor fuertemente competitivo de nuestros dias.

Se puede definir como optimizacion al proceso de seleccionar, a partir de un
conjunto de alternativas posibles, aquella que mejor satisfaga el o los objetivos
propuestos. Para resolver un problema de optimizaciéon se requieren dos etapas
principales:

Formulacién del Modelo

L TT

Resolucidn y Validacién del Modelo

La formulacién del modelo de optimizacion no es un procedimiento formal
estructurado, sino mas bien es un proceso que requiere de experiencia y creatividad.
Una vez generado el modelo, la etapa siguiente es resolver y validar dicho modelo.
Esta etapa puede considerarse suficientemente formalizada puesto que los modelos
de problemas de optimizacion han sido muy estudiados y se han desarrollado
innumerables métodos y estrategias para resolverlos. En este capitulo se describe una
estrategia para formular el modelo y un ejemplo de aplicacion. Posteriormente se
presenta una descripcion conceptual de la teoria y de los principales algoritmos
asociados a un grupo particular de modelos matematicos de optimizacion
denominados programacion lineal y programacion no lineal.

X2 FORMULACION DEL MODELO
Si bien, como se mencionara anteriormente, el proceso de modelado es
esencialmente cualitativo y requiere de la habilidad y la experiencia de quien
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desarrolla el modelo, en términos generales se pueden definir los siguientes pasos a
seguir para la formulacion del modelo:

Identificar las Variables de Decision
Identificar y/o fijar las restricciones
Definicion de los Objetivos

Analisis de la Informacion Disponible

Identificar las Variables de Decision: Las variables de decision representan las
alternativas de decision del problema. Pertenecen a la propia naturaleza del problema
y no pueden ser establecidas arbitrariamente.

Identificar y/o fijar las restricciones: Las restricciones de un problema de
optimizacion definen el conjunto de valores que pueden tomar las variables de
decision. En el caso de restricciones de igualdad, éstas ademas generan dependencia
entre variables, reduciendo los grados de libertad del problema. El conjunto de todas
las variables del problema se divide asi en el subconjunto de variables independientes
y el subconjunto de las variables dependientes.

Las restricciones pueden pertenecer a la naturaleza del problema, como lo
son las restricciones fisicas (limites de presion y  temperatura, equilibrio
liquido-vapor, etc.), pero también puede haber restricciones fijadas arbitrariamente
por quien debe decidir, seglin su propio criterio.

Definicion de los Objetivos: Los objetivos no perteneccen a la naturaleza del
problema sino que son fijados arbitrariamente por quien debe decidir. El mismo
puede definir un Unico objetivo o varios objetivos a ser considerados
simultaneamente. Por ejemplo se suelen definir como objetivos: la rentabilidad del
proceso, la calidad del producto, la seguridad del proceso, la satisfaccion del cliente,
etc. En este capitulo, s6lo se consideraran los problemas con objetivo unico. Para
problemas con multiples objetivos se puede consultar la bibliografia del final del
capitulo.

Andlisis de la Informacion Disponible: La informacion a cerca de los parametros del
proceso permitird definir el criterio de decision a adoptar. Si se conoce con certeza el
valor de los parametros, el criterio seleccionado sera el de maximizar o minimizar el
objetivo propuesto. En el extremo opuesto es posible encontrar parametros cuyo
valor es incierto. Usualmente en estos casos con algun criterio es posible definir para
cada parametro sujeto a incertidumbre un rango de valores posibles, quedando asi
definida una region paramétrica. Los criterios de decision a utilizar en estos
problemas son generalmente conservativos, aspirando a asegurar lo mejor para los
peores valores que pueden ocurrir. Como ejemplo puede mencionarse el trabajo de
Sargent & Grossmann 1983, quienes determinan la existencia de un punto
paramétrico critico (peor caso), tal que el disefio calculado para ese punto es factible
para cualquier valor de la region paramétrica que puedan tomar los parametros.

En el caso que para estos parametros cuyo valor esta sujeto a incertidumbre,
se dispusiera de una funcion de densidad de probabilidad, el tomador de decision
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podria arriesgarse a tomar decisiones en funcion de esa informacion probabilistica,
adoptando como criterio de decision optimizar el valor esperado del objetivo
elegido.

Nuevamente, en virtud del caracter introductorio del presente capitulo, se
limitara el desarrollo del tema a los problemas de optimizacion bajo certidumbre.

Adoptado el criterio de decision, el paso que sigue es expresar las
restricciones y el objetivo como funciones matematicas de las variables de decision.
Se obtiene asi un modelo matematico del problema de optimizacion. El modelo
matematico resultante tendra la siguiente estructura general:

optimizar f(x) xeR"

sujetoa :

Donde f(x) y gi(x) Vi=1,...,m son funciones definidas en el espacio Real
n-dimensional R". f(x) es la funcion objetivo del modelo de optimizacion y gi(x) (<,
>, =)b; Vi=l,....m son las restricciones de desigualdad e igualdad del modelo.

Cuando la funcion objetivo y todas las restricciones son lineales esta
estructura matematica se denomina modelo de Programacion Lineal, (Linear
Programming, LP), mientras que si al menos una de las funciones descriptas es no
lineal, se denomina modelo de Programacion No Lineal (Nonlinear Programmig,
NLP). En el caso en que las variables del modelo son enteras, se denomina modelo de
Programacion Lineal Entero, (Integer Linear Programming, ILP) y modelo de
Programacion No Lineal Entero (Integer Nonlinear Programmig, INLP)
respectivamente.

Puede ocurrir que el modelo posea variables continuas y enteras mezcladas,
en este caso se denomina modelo de Programacion Lineal Entero Mixto, (Mixed
Integer Linear Programming, MILP) y modelo de Programaciéon No Lineal Entero
Mixto (Mixed Integer Nonlinear Programmig, MINLP) respectivamente. Es este el
modelo asociado al problema general de disefio, seglin se vio en el capitulo II, con
multiples objetivos y generalmente con incertidumbre en la informacion. Cada tipo
de modelo de programacion matematica tiene asociado elementos tedricos y
algoritmos particulares. Este capitulo presenta una breve descripcion conceptual de
elementos tedricos y algoritmos de los modelos LP y NLP exclusivamente.

Algunos conceptos asociados a los modelos matematicos de optimizacion
son los siguientes:

Region Factible: es el conjunto RF de puntos x € R" que satisfacen simultaneamente
todas las restricciones del Programa Matematico.

Punto Factible: es todo punto x € RF.

Punto No Factible: es todo punto x ¢ RF.

Solucién Optima del Modelo: es todo punto factible x” que brinda el mejor valor de
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la funcién objetivo. x” es un punto 6ptimo y f(x") el valor éptimo de la funcion
objetivo. Es necesario destacar aqui que el concepto de Optimo estd asociado al
modelo y no al problema. Es decir, el optimo corresponde al modelo y podra
aproximar mas o menos bien al 6ptimo del problema dependiendo de cuan bien el
modelo representa al problema de optimizacidon en cuestion.

Con el proposito de explicar mejor los conceptos anteriores, se incluye el
siguiente ejemplo.

XI1.2.1 EJEMPLO: Planificacion de Produccion de una Refineria.

Una refineria de petroleo produce cuatro cortes intermedios de naftas, los
cuales deben posteriormente ser mezclados para producir dos tipos comerciales de
combustibles: comun y extra. Cada corte posee un indice de performance que define
la calidad del mismo, un maximo de disponibilidad y un costo unitario fijo. Los dos
combustibles a producir tienen especificado un valor minimo del indice de
performance, un precio de venta conocido, y el mezclado tiene asociado un costo fijo
conocido. Las obligaciones contractuales imponen una cantidad minima a entregar
de cada tipo de combustible, mientras que los excedentes de cada producto o de
cortes intermedios pueden ser vendidos en el mercado libre a los precios estipulados
por el mismo.

Las tablas siguientes muestran los valores de todos los parametros del
problema para un periodo de tiempo de un mes.

Tabla 1
Corte | Disponibilidad Indica Precio de Costo Costo de
* b;[bar/m] Perfor. a; | venta C1;** | del corte mezclado
C2;** C3;**
1 3 73 32 27 1.5
2 3 80 37 31 1.5
3 5 92 42 36.5 2
4 6 98 59 42.5 2

* ]a disponibilidad est4 expresada en 10° barriles por mes.
** el precio de venta y los costos estan expresados en $ por barriles.
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Tabla 2
Producto Minimo a Minimo Precio de Precio de
entregar indice Perfor. venta venta al
s/contrato fi s/contrato mercado
dj[bar/m]* vIEE V2%
comun 3 73 32 27
extra 3 80 37 31

* la disponibilidad est4 expresada en 10° barriles por mes.
** ¢l precio de venta y los costos estan expresados en $ por barriles.

XI1.2.1.1 Modelado del Ejemplo

Variables de decision: en el problema en consideracion es posible decidir para cada
corte intermedio la cantidad a vender directamente y la cantidad a mezclar para
producir los combustibles comun y extra. También es posible decidir para cada uno
de los combustibles la cantidad a producir, la cantidad a vender por contrato y la
cantidad a vender al mercado. Se identifican entonces las siguientes variables:

Xii: cantidad del corte i a mezclar para producir combustible j [bar/mes]

Xv;: cantidad del corte i a vender directamente [bar/mes]

Yec;: cantidad del combustible j a vender por contrato [bar/mes]

Ym;: cantidad del combustible j a vender al mercado [bar/mes]

Restricciones: Las restricciones a ser consideradas en este problema son las
resultantes de los balances de materiales, las que aseguran el valor minimo del indice
de performance de los productos, las que aseguran los montos minimos de ventas de
los contratos y las que aseguran la satisfaccion de las disponibilidades de cada tipo de
corte intermedio a ser mezclado.
Balance de materiales para cada corte intermedio i:

Zj in +XVi Sbl b izl,...,4
Balance de materiales para cada combustible j a producir:
Zi in = YCj +Yl’l’lj b j:1,2

Valor minimo del indice de performance de los productos:

Zi a; in | f; (YCj +ij ) ‘V’j:1,2
Cantidad minima de combustible a vender seglin contrato:
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YCJ' Zdj v =12

Restriccion de no negatividad de las variables (un valor negativo de las variables que
intervienen en este problema no tienen sentido fisico):

X;i>0 v =12 Voi=l,..4
Y¢;>0 v j=1,2
Ym; >0 v j=1,2

Funcion objetivo: para este problema, se definird como tal a una funcién que
proporcione el Beneficio Neto = (Ventas) - (Costos). Las ventas estdn conformadas
por la venta de cada uno de los combustibles mas la venta directa de cortes. Los
costos estan constituidos por los costos de cada uno de los cortes mas los costos de
mezclado.

Analisis de la informacion disponible: en este problema se ha supuesto que todos los
parametros se conocen con certeza, luego el criterio de decision a utilizar serad
maximizar la funciéon Beneficio Neto.

La funcion objetivo expresada en términos de las variables de decision resultard en:

Beneficio Neto = EJV1JYCJ ""ZJ\ZZJY'I’I’IJ +Zi Cll XVi —Zi C21 (2_] in + XVi ) - Zi C31 ZJX_]I
Finalmente, el modelo matematico de optimizacion resultante sera:

Maximizar 32YC1 + 37YC2 +27Ym1 +3 lYm2 +32 XVI +37 XV2 +42 XV3 + 59
Xvy - 28,50 Xy - 32,50 X - 38,50 X5 - 44,50 X4 -28,50 Xy, - 32,50
X22 - 38,50 X23 - 44,50 X24 - 27XV1 - 31XV2 - 36,50 XV3 - 42,50 XV4

Sujeto a:
Xll + XV] <3
X12 + XV2 <3
X13 + XV3 <5
X14 + XV4 <6
X21 + XV] <3
X22 + XV2 < 3
X23 + XV3 <5
X24 + XV4 < 6
p in = YCJ' +ij W j:1,2
3X11 +80X12+92 X13+98 X14E| 73 (YCI +Ym1)
73 X21 + 80 X22 +92 X23 +98 X24 373 (YCZ +Ym2 )
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YC] >3
YC2 >3

inEO_ fj:
ijEO fj:

<

1,2 v oi=1,..,4
1,2

b}

<

El modelo de optimizacion resultante es un modelo de Programaciéon
Lineal. La etapa que sigue es resolver el LP utilizando algun algoritmo apropiado y
luego validar el modelo.

En las siguientes secciones se presenta un breve estudio de los modelos de
programacion matematica lineal (LP) y no lineal (NLP) y los principales algoritmos
disenados para resolver dichos modelos.

XI.3  TEORIA Y ALGORITMOS DE OPTIMIZACION

La resolucion de los modelos de programacion matematica fue abordada
inicialmente desde una Optica matemadtica rigurosa, utilizando principalmente
elementos de dlgebra y andlisis matematico. Surgieron asi importantes principios,
los cuales establecen las condiciones necesarias y suficientes que deben verificarse
para poder asegurar que un punto es Optimo de un programa matematico. Estos
postulados tedricos no fueron ttiles como tales al momento de resolver los
programas matematicos que modelan problemas reales de optimizacion.

Ante la necesidad de disponer de una herramienta para resolver los
problemas reales y con el advenimiento de la computadora, comenzaron a
desarrollarse los algoritmos de optimizacion. Estos son derivados inicialmente mas
de la heuristica que de la matematica. Los algoritmos son hoy poderosas
herramientas para la resolucion de los modelos de optimizacion de problemas reales.

Es de destacar que, si bien los elementos tedricos no constituyen una
herramienta practica para la resolucion de los modelos de optimizacion, definen un
marco conceptual importante para el desarrollo de los algoritmos de optimizacion y
su aplicacion, como asi también para el modelado de un problema de optimizacion
y su resolucion. Seria casi imposible modelar y resolver un problema de
optimizacion real sin conocer ciertos conceptos tedricos, por mas que se disponga de
un poderoso software de optimizacion.

XI.3.1 Programacion Lineal

El modelo LP es extensamente utilizado en casi todas las areas del
conocimiento. La relacion lineal entre variables le confiere la particularidad de ser un
modelo fécil de generar y simple de resolver y analizar. Esto permite automatizar el
proceso de generacion del modelo, por lo cual es posible generar grandes modelos
LP. Publicaciones recientes han reportado trabajos con modelos LP de mas de cien
mil variables.

A efectos de visualizar la simplicidad de un modelo LP, se realiza una
representacion grafica con la cual se analiza el modelo y su solucion. En cuanto a la
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resolucion de un LP, el algoritmo convencional ampliamente utilizado es el método
SIMPLEX disefiado por Dantzig en la década del cincuenta. En la década del ochenta
se ha publicitado el método de Karmarkar como un nuevo y poderoso algoritmo para
resolver LP, el cual reemplazaria al SIMPLEX. Dicho algoritmo por el momento
permanece en el olvido, siendo universalmente usado el SIMPLEX.

XI.3.1.1 Representacion y Solucion Grafica del LP
Desde el punto de vista didactico, resulta conveniente realizar un analisis
grafico del procedimiento de resolucion de un LP. Con esta finalidad se considera el
siguiente ejemplo:
max Xo= 2x; t4x,
s.a.:
X;tx, <3 (a)
x+tx, <5 (b)
x120,x, 20 (c), (d)

La representacion grafica se muestra en la siguiente figura:

a)

El plano asociado a cada restriccion, divide al espacio en un semiespacio factible
(conjunto de punto que verifican la restriccion) y un semiespacio no factible
(conjunto de puntos que no verifican la restriccion). La interseccion de todos los
semiespacios factibles (si es no vacio y acotado) define un poliedro (el conjunto de
puntos que satisface simultaneamente todas las restricciones), el cual representa la
region factible del LP. Dicho poliedro se representa sombreado en el gréafico.

De todos los puntos del poliedro, habra al menos uno que asigna a la funcion
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objetivo del LP el maximo valor. Dicho punto es la solucion optima del LP. Para

determinar este punto se procede del siguiente modo:

¢ Se asigna al plano que define la funcidn objetivo un valor arbitrario, en el ejemplo
se asigno xo = 4, esto define en R” una recta. Se puede ver en el grafico que existen
aun infinitos puntos factibles que asignan a la funcion objetivo dicho valor.

¢ Asignando luego un segundo valor arbitrario mayor que el anterior, en el ejemplo
se asignod x0 = 8, se obtiene una segunda recta, paralela a la anterior. Del gréfico se
observa que existen infinitos puntos factibles que asignan a la funcién objetivo este
mayor valor. Luego, es facil deducir que el maximo del problema correspondera a
una recta paralela a las anteriores, desplazada lo maximo posible en el sentido de
crecimiento de la funcién objetivo, la cual incluya al menos un punto factible.
Esta es la recta x0=18 en el grafico, la cual incluye el punto factible
x*=(x1;x2)=(1;4). Este es el punto factible que asigna el mejor (maximo) valor a la
funcion objetivo, por lo tanto es el punto optimo, y x0=18 es el valor optimo
(méximo) de la funcién objetivo.

Si se analizan distintas funciones objetivos (lineales) manteniendo la region
factible, es facil ver que el 6ptimo siempre corresponde a un vértice del poliedro.
Esto permite inferir la siguiente conclusion: el dptimo de un LP cuya region factible
es no vacia y acotada estard siempre asociado a un punto extremo (vértice del
poliedro) de la misma.

Algunas particularidades que pueden presentarse en un modelo LP son las
siguientes:

1. Si la region factible es vacia esto significa que el LP no tiene solucion. Se
dice que el LP es infactible.

e Si la region factible es no acotada en la direccion en la cual la funcion
objetivo es optimizada, lo cual ocurriria si en el ejemplo anterior se elimina
la restriccion (b), es facil ver que el maximo valor de la funcion objetivo es
infinito. En este caso se dice que el LP es no acotado.

e Si la recta correspondiente a la funcidon objetivo es paralela a la recta
correspondiente a una restriccion sobre la que se encuentra el extremo
optimo, en este caso todos los puntos extremos localizados sobre dicha
restriccion seran Optimos. Asimismo seran también oOptimos todos los
puntos factibles localizados sobre dicha restriccion. En este caso, se dice
que el LP tiene soluciones optimas alternativas. En el ejemplo anterior, esto
ocurre si la funcion objetivo a maximizar fuese x,= 2x;+2X,, en este caso
los puntos extremos X, y X4 (vértices ¢ y d ) asignan a la funcién objetivo el
valor maximo x,=10. Del mismo modo, todo punto x=0 x.+(1-0) x4 [
00[0,1] sera también un dptimo local alternativo.

Todo LP puede ser representado por la siguiente estructura general,
conocida como formato estandar:
max Xo=c'x xc R"
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s.a:

Donde A(mxn) es una matriz de coeficientes, b(mx1) es el vector de
términos independientes de las restricciones para el cual se verificab>0 ¥i=I,...,m,
c(nx1) es el vector de coeficientes de la funcidon objetivo, x(nx1) es el vector de
variables y m<n.

Para el ejemplo anterior, el formato estandar es el siguiente:
max Xo=2X1 + 4%, + 0x3 + 0x4

S.a.:
-X1 T X T X3 =3
X; + X, + X4:5
X1, Xz, X3, X4 20

Donde x3, x4 son variables que se agregaron para transformar las inecuaciones en
ecuaciones. Se denominan variables de holgura.

Dado un LP en el formato estandar, si el Rango(A,b)=m es posible deducir:

1 Dado que posee m restricciones de igualdad linealmente independientes, el
sistema de ecuaciones Ax=b tiene n-m variables independientes (grados de
libertad) que seran identificadas con el vector xyOR™™y m variables dependientes
que se identificaran con el vector x;0R™. Luego x' = (x5 ,xx").

2 Desde el punto de vista geométrico (recordar andlisis grafico), dado que las
restricciones de un LP son hiperplanos definidos en R", es facil deducir que la
region factible resultante de la interseccion de dichos hiperplanos si existe y es
acotada sera un hiperpoliedro en R". Luego, dado que la funcién objetivo es
también un hiperplano en R", siempre exitird un vértice del hiperpoliedro factible
que maximiza y otro que minimiza el hiperplano de la funcion objetivo. En otros
términos, el 6ptimo de un LP cuya region factible es no vacia y acotada estara
siempre asociado a un punto extremo (vértice del hiperpoliedro) de la misma.

3 Desde el punto de vista algebraico se puede demostrar que un punto de la region
factible tiene al menos n-m variables iguales a 0 y todas las restantes positivas
(condicién de no negatividad de las variables, x>0) si y solo si es un punto
extremo de la misma.

Como ejemplo se analizan algunos puntos (soluciones factibles) del
ejemplo anterior, para el cual (n-m)=2.
x,=(0;0;3;5) punto extremo
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x,=(0;3;0;2) punto extremo
x.~(1;4;0;0) punto extremo
x4=(5;0;8;0) punto extremo
x.=(0;2;1;3) punto de frontera
x¢=(2;2;3;1) punto interior
Es facil ver que los puntos extremos son los unicos que tienen al menos dos
variables iguales a cero.

4 Siendo finito el nimero de restricciones de un PL, el nimero de vértices del
hiperpoliedro factible sera finito.

Luego, de estas cuatro consideraciones es posible deducir:

e Laregion factible de un LP si es no vacia y acotada tendra un numero finito
de puntos extremos (vértices).

e El 6ptimo de un LP siempre estad asociado a un punto extremo de la region
factible.

e Dadalaregion factible Ax=b, x>0 del LP en su forma estandar, si se verifica
que cualesquiera m columnas de la matriz A son linealmente independiente,
es posible representar la matriz de coeficientes como A=(B,N) siendo B
una matriz (mxm) no singular y N una matriz (mx(n-m)). B se denomina
matriz Bdsica y N se denomina matriz No Bdsica. Las variables asociadas a
cada columna de la matriz B son las variables dependientes xg y se
denominan variables bdsicas, mientras que las variables asociadas a cada
columna de la matriz N son las variables independientes xy y se denominan
variables no basicas. Luego, la region factible del LP en forma estandar
queda expresada como: (B,N)(XB,XN)T:b, (XB,Xn)=>0, o bien Bxg+Nxy=b,
x>0, xp>0. Siendo la matriz B no singular, la B! existe, luego
premultiplicando la ecuacién anterior por B se tiene: x3=B'b-B"'Nxy .

e Todo punto extremo de la region factible puede ser determinado
algebraicamente asignando arbitrariamente valor cero a n-m variables
(independientes), luego calculando el valor de las restantes variables
(dependientes) y descartando finalmente toda solucion que no cumpla la
condicion de no negatividad (xg>0). Este punto se denomina solucion
basica factible. Luego, la solucion obtenida asignando xy=0 y calculando
XB:B'lb, si xg>0 serd una solucion basica factible del LP en el formato
estandar. En particular dicha solucién se denomina no degenerada si xg>0.

En base a estas consideraciones se ha desarrollado un método de busqueda
el 6ptimo de LP denominado SIMPLEX, el cual es muy eficiente y robusto (aplicable
a todo LP). Este método se basa en dos condiciones fundamentales:

Modelado, Simulacién y Optimizacion de Procesos Quimicos
Autor: Nicolas J. Scenna y col.
ISBN: 950-42-0022-2 - 81999



Cap. IX Pag. 446

Condicion de factibilidad: esta condicion asegura que partiendo de una solucion
basica factible inicial s6lo se analicen nuevas soluciones basicas factibles.

Condicion de optimicidad: esta condicion asegura que so6lo se evaluaran soluciones
basicas factibles no inferiores. Esto es, soluciones bésicas factibles que asignan a la
funcion objetivo un valor no inferior al asignado por la solucién actual.

Convergencia del método: Si la region factible de un LP es no vacia y acotada tiene
un numero finito de puntos extremos (vértices), luego, dado que el método sélo
evalia vértices no inferiores, necesariamente (en ausencia de degeneracion) el
método alcanzara un 6ptimo en un niimero finito de iteraciones.

XI1.3.1.2 El algoritmo SIMPLEX

Etapa Inicial

Se puede definir a la region factible del LP en la forma estandar como el
conjunto de puntos S={x / Ax=b, x>0}. Sea x €S una solucion bdsica factible no
degenerada inicial del LP. Luego, el vector no basico asociado a dicha solucién
serd xNy=0 y el vector basico asociado sera xB:B'lb—B'leN:B'1b>O, siendo la matriz
B la base asociada a dicha solucion.

Etapa principal
Dada una solucion basica factible x £ S, si dicha solucion es no optima, el
método genera una nueva solucion basica factible eligiendo una variable no basica
xnj (con valor actual cero) y la convierte en variable basica (incrementando su valor),
en reemplazo de una variable basica xg; (con valor actual mayor que cero) la que
pasa a no bésica (tomando valor cero).
La variable xy; que pasa a xg; se denomina variable ingresante a la base .
La variable x; que pasa a xy; se denomina variable saliente de la base.
Esta operacion es realizada en base a la condicion de optimicidad y a la
condicion de factibilidad definidas en forma conceptual anteriormente, cuya
operatoria se describe a continuacion.

Condicion de optimicidad

El valor actual de la funcidon objetivo vendra dado por x, =cgXptcnXn

:cB(B'lb-B'lNXN) +enXN = cBB'lb-(cBB'lN—cN)XN o bien xy= cBB'lb-ZjeJ(cBB'laj—cj)xj

siendo J el conjunto de subindices de las variables No basicas y a; la columna de A

asociada a la variable x;. Un analisis del valor de (cBB'laj—cj) permite deducir (para

problemas de maximizacion):

e Si (CBB'laj-cj) >0 ¥ j€J> cualquier x; No bésica que ingrese a la base no
mejorard el valor de la funcidn objetivo, luego el punto actual es optimo
(condicién de parada del algoritmo)

Si (cBB'laj-cj) <0 para algln j €], x; serd candidata a ingresar a la base puesto que
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al aumentar el valor de x; puede mejorar el valor de la funcion objetivo. De todas las
xj / j€1J con valor (cBB'laj-cj)<O se elige como variable ingresante aquella cuyo
valor de (czB™'aj-c;) sea menor.

Si se elige como una soluciéon basica factible inicial el vértice x, del ejemplo
anterior, se tiene que xg=(X3,X4) ¥ Xy=(X1,X2) . Luego,

1 O -1 1
0 1 1 1

cp=(0;0), ex=(2;4), b=(3;5), Xn=(X1,X2)=(0;0)
Por lo tanto, xB:B'lb:(S;S) y  Xo=cpXptcnxn=0.

B=

Determinacion de la variable ingresante en el ejemplo anterior:

Se calcula (cBB'laj—cj) parajO{1,2}

Para j=1 (cBB'lal—cl): -2 = x, es candidata a ingresar a la base

Para j=2 (cBB'laz—cz): -4 = x, es candidata a ingresar a la base

No verifica la condicion de dptimo.

Ambas variables son candidatas a ingresar a la base. Se elige la que tiene el potencial
de producir la mayor mejora, esto es, la que posee el menor valor de (cBB'laj-cj). Por
lo tanto se elige a x, como la variable ingresante.

Condicion de factibilidad
Selecciona la variable saliente en base a satisfacer:
(1) La condicién de no negatividad, x>0.
(2) La condicion de solucion basica - la variable saliente debe tomar valor cero.
Luego, siendo x; /j < Jla variable ingresante (su valor aumentara desde el
actual cero), con lo cual el nuevo valor del vector de variables basicas vendra dado
por xg=B'b-Bajx; Las restantes variables no basicas se mantendrén con valor cero.
Sea xp; el i-¢simo elemento del vector de variables basicas xg (mx1). Luego, la
condicioén (1) establece que xg; = (B'lb)i-(B'laj)i x>0 ¥ i=1,..m.
Por otra parte, la condicion (2) exige que la variable saliente xp, debe tomar valor
cero.
Estas condiciones se satisfacen eligiendo el valor de x; (variable ingresante) como:
x=min; {(B'b)i/(B"ay); ¥ (Ba))>0}=(B"'b), /(B ),
Luego, la variable no bésica x; ingresa a la base con valor (B'b), /(B'laj)r y la
variable basica xp, sale de la base y toma valor cero (pasa a no basica).
Se habra generado asi una nueva solucion basica factible no inferior a la
anterior. El procedimiento vuelve a la condicion de optimicidad.
Determinacion de la variable saliente en el ejemplo anterior:
Se calcula min; {(B'b); /(B'laj)i ‘v’(B'laj)i >0,} para i=1,2 (i-ésimo elemento de xg) y
j=2 (variable ingresante)
Para i=1 (B'b), /(B'a,); =3
Para i=2 (B'b),/(B'a,), =5
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Luego min;{3;5}=3 que corresponde a j=3 = x; es la variable saliente

X, ingresa a la base con valor x,=min;{3;5}=3

Se genera asi una nueva solucion basica factible x para la cual, xg=(xp,X4) ¥
XN=(X1,X3)

1 0 -1 1
B= N

11 1 O

cg=(4:0), cn=(2:0), b=(3;5), xx=(x1,X3)=(0;0)
Por lo tanto, xB:(xz,x4):B'lb:(3;2) Yy Xo=CpXptonxn=12

Se ha generado asi una nueva solucion basica factible que mejoré el valor
de la funcion objetivo. x, incremento su valor de 0 a 12. Puede verse en el grafico que
el algoritmo pasé del punto extremo X, al punto extremo X, Repitiendo este
procedi-miento, desde el vértice x,, pasara al vértice X, el cual es el optimo.

Es necesario destacar que aqui se ha descripto la estrategia basica del
algoritmo. Existen varias versiones del algoritmo desarrolladas en base a esta
estrategia las cuales involucran desde estructuras en forma de tabla de calculos hasta
estructuras vectoriales compactas que explotan la relacion de compromiso entre,
complejidad del algoritmo, numero de operaciones, espacio de operacién y
almacenamiento de datos y problemas de calculos numéricos. Esto es muy
importante en los LP de gran tamafio, en los cuales la matriz A tiene generalmente un
elevado porcentaje de elementos nulos.

El Algoritmo Simplex es el unico método masivamente difundido y
utilizado en todo el mundo para la resolucion de LP. Actualmente hay muchos
softwares comerciales que han implementado el mismo. A modo de ejemplo
podemos mencionar LINDO, XA, ZOOM y WHAT'S BEST!. También para
problemas de menor tamafio es posible utilizar el algoritmo Simplex implementado
en planillas de calculo tales como QuatroPro y Excel.

XI.3.2 Programaciéon No Lineal

A diferencia de lo que ocurre con los LP en los cuales el 6ptimo siempre
corresponde a un vértice de la region factible, lo cual implica un nimero finito de
puntos de busqueda, en los NLP cualquiera de los infinitos puntos de la region
factible puede ser un 6ptimo. Ademas, es comun la presencia de 6ptimos locales.
Estas caracteristicas dificultan considerablemente la estrategia de resolucion de los
NLP. Segin se indicé al comienzo del capitulo, inicialmente los NLP fueron
estudiados desde la perspectiva de la matematica, dando origen a postulados tedricos
que establecen condiciones necesarias y suficientes que verifica un punto optimo
(local o global) del problema. Estos postulados tedricos conocidos como la Teoria
Clasica de los NLP, si bien son elementos conceptuales muy importantes, por su
complejidad, no constituyen herramientas practicas para resolver los NLP. Por esta
razén, con el avance de la informatica, surgieron algoritmos de optimizacion,
desarrollados en base a razonamiento principalmente heuristico, que se constituyeron
en herramientas eficientes y robustas para la resolucion de NLP. En las secciones
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siguientes, se presenta una descripcion conceptual de los principales postulados de la
teoria clasica y posteriormente de los algoritmos basicos de optimizacion.

En el Apéndice de fin de capitulo se presentan algunas definiciones que se
utilizan en el desarrollo de las siguientes secciones.

X1.3.2.1 Teoria Clasica de la Programacion No Lineal

A efectos de presentar los resultados tedricos, los NLP son clasificados
en: NLP No condicionados (sin restricciones), NLP condicionados por igualdades y
NLP condicionados por desigualdades. Los postulados teéricos son presentados a
través del enunciado de teoremas sin demostracion. Los resultados de los teoremas
son aplicados a ejemplos académicos.

XI.3.2.1.1 Programas Matematicos no Condicionados
Este tipo de NLP es representado a través de la siguiente estructura
general: opt f(x) s.a:{x€R"}.

Teorema XI.1: Condicion Necesaria de Optimo Local No Condicionado

Sea f:R"—>R' continua y diferenciable en todo x €R". Luego si x_ es un punto (finito)
donde la funcidn alcanza un 6ptimo local, se verifica Vf(x')=0. En particular, se
dice que X es un 6ptimo local no condicionado.

Teorema X1.2: Condicion Suficiente de Optimo Local No Condicionado

Sea f:R"—R' continua y diferenciable dos veces en todo x £R". Si todas las primeras
derivadas de f(x) se anulan en X, y si la matriz Hessiana evaluada en x” es negativa
(positiva) definida, luego X" es un méaximo (minimo) local de f.

Extension: Si X es un méaximo (minimo) local no condicionado de f(x), luego la
matriz Hessiana evaluada en X" es negativa (positiva) definida o semidefinida.

Teorema X1.3: Condicion Suficiente de Optimo Global No Condicionado
Sea fR"—R' continua y diferenciable dos veces y convexa (céncava) ¥x €R™
Luego, todo minimo (mdximo) local de f(x) es global.

Ejemplo: Dado el NLP:
Optf(x):xf —4x] +4x] +x; —x; —6x;

encontrar maximos y minimos.

Resolucion: Por condicidon necesaria de 6ptimo local no condicionado (Teorema
XI.1) se tiene:

Modelado, Simulacién y Optimizacion de Procesos Quimicos
Autor: Nicolas J. Scenna y col.
ISBN: 950-42-0022-2 - 81999



Cap. IX Pag. 450
of (x*)

ox 4x> —12x> +8x 0
v x* — 1 — 1 1 1 —
/) of (x*) Lx§—3x§—12xj M

ox,

Se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

4x,(x?-3x, +2)=0 <I>
nAx-3x2-12)=0 <2>

Resolviendo el sistema de ecuaciones resultante se obtienen las siguientes
soluciones: x; = (0; 0);  x»=(0;2,147); x5 =(0;-1,397); x4=(2;0); xs5=(2;
2,147); %6 = (2;-1,397);  x,=(1;0); xg=(1;2,147); xo=(1;-1,397)

Luego, existen nueve puntos del dominio de la funcion que verifican las condiciones
necesarias de optimo local no condicionado.

A continuacion se analiza si verifican la condicion suficiente de 6ptimo local no
condicionado (Teorema XI.2), la cual requiere evaluar, en cada uno de los puntos
anteriores, la matriz Hessiana definida en el Apéndice de fin de capitulo:

O’ f(x*) 0°f(x*)

oxx,  onx, _[l2x12—24x1+8 0
2f(x*) 2 f(x*) | 0 12x% —6x, —12
0x,X, 0x,X,

Hf (x*)=

X *

8 0
:{0 12} h,>0 |H|:—96<0—>n0veriﬁca

Luego, x; = (0;0) no wverifica la condicion suficiente de Optimo local no
condicionado.

8 0
H| = h,>0 |H| =243,4>0 — H es positiva definida
210 30,43
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Luego, Xg*:(o; 2,147) es un minimo local.

g8 0
H| . ={ } h,>0 |H| =158,4>0 — H es positiva definida

0 19,80

Luego, x; =(0;-1,397) esun minimo local.

Xy *

g8 0
- {0 0} hy >0 |H| =0 — H es positiva semidefinida

Luego, x4*:(2; 0) no verifica condicion suficiente. No obstante, por extension del
Teorema XI.2, es posible que x4 sea un 6ptimo local.

8 0
H| = h,>0 |H| =243,4>0 — H es positiva definida
s 10 30,43

Luego x5 = (2; 2,147) es un minimo local

8§ 0
H| = h,>0 |H| =158,0>0 — H es positiva definida
' 10 19,80

Luego, xﬁ*: (2; -1,397) es un minimo local
4 0
o=l 0 12} h, <0 |H|:48>0—>H es negativa definida

H

Luego, x7* =(1; 0) es un maximo local

-4 0

H| = h, <0 |H| =-122 <0 — H no verifica definicion
[0 3043

Luego Xg = (1; 2,147) no verifica condicion suficiente

-4 0
H|_, ={ 0 19 80} h,<0 ‘H‘ =-79,2<0 — H no verifica definicion
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* . ..y, .
Luego x9 =(1;-1,397) no verifica condicion suficiente.

Como la funcidn no es coéncava, ni convexa (Apéndice de final de capitulo)
no verifica la condicion suficiente de 6ptimo global no condicionado, Teorema XI.3.

XI1.3.2.1.2 Programas Matematicos Condicionados por Igualdades.

Este tipo de NLP es representado a través de la siguiente estructura
general: opt f(x) s.a:{x€R" g(x)=b; ¥ i=l,..,m} siendo fR">R'y g:R"—>R'
v i=1,..,m donde m<n.

Sea x' €R" un 6ptimo local de este PNL, se define a la matriz (mxm)
Jacobiana J(x") como:

i agl(x) agl(X*)_
ox, ox,,
Jx*)=
"% sty el
ox, ox,,

Teorema X1.4: Condicion necesaria de optimo local restringido por igualdades.
Sea x €R"un optimo local de f(x) sujeto a las restricciones de igualdad
gi(x )=b;, ¥ i=1,...,m donde m<n. Si es posible elegir m variables tal que la matriz

Jacobiana J(x) sea no singular, 3 un Unico conjunto de escalares Aok
satisfaciendo: Vf(x") - L A Vg(x) =0.

La funcién Lagrangiana: Este sistema de ecuaciones puede obtenerse como
condicion necesaria de 6ptimo local del NLP no condicionado:
opt L(xA)=1f(x)- L« & (gi(x)-by)

Sea (x, \') 6ptimo local de L(x,)), luego debe verificar la condicién necesaria de
6ptimo local no condicionado (Teorema XI.1) AL(x",1")=0. Esto es:

V.LxA) = Vix)- L. A veix) =0

AL(x" A)on = (gi(x) -b)=0  ¥i=l,...m

donde W,L(x",A") es un vector que contiene las derivadas parciales de L(x,\)
respectoax; vj=1,Y,n.

Luego se puede decir que este problema irrestricto es equivalente al
problema anterior en cuanto a que toda soluciéon 6ptima de ambos problemas
satisface el mismo conjunto de ecuaciones. L(x,A) se denomina funciéon Lagrangiana
ylosX; ¥ i=l,..,m se denominan multiplicadores de Lagrange.

Teorema XI1.5: Condicion suficiente de optimo local restringido por igualdades.
Sea f(x):R"— R' y g(x):R"> R' vi=1,...,m continua y diferenciable dos veces en
todo x €Njs(x ) (entorno del punto x de radio 8). Sean x €R"y A €R"/ VL(x ,A )=0.
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Si 4 z€E" no nulo cumpliendo z' ¥ gi(x*):O A i=1,...,m, el cual satisface
z'HL(x",1)z >0 > x" es un minimo local estricto del problema: opt f(x) s.a:{x€
R", gx)=b; Vvi=l,.m}.Sid ZTHXL(X*,X*)Z<0 > x" es un maximo local estricto
del problema: opt f(x) s.a:{x€R", g(x)=b; ¥i=l,..,m}.

Ejemplo: Dado el NLP:
Opt f(x)=(5-x) +x;
s.a; (l—xl)2 +x; =9

se buscan maximos y minimos.

Resolucion: Por condicion necesaria de optimo local condicionado por igualdades
(Teorema XI.4), derivada a través del problema equivalente, se tiene:

L(x.2)=(5-x ) +x2 — Al1—x,F +x2 9]
VL(x,A)=0=2(5-x,)+2A(1-x,)=0
2x, —2Mx, =0

(1-x,) +x-9=0

Resolviendo el sistema de ecuaciones resultante se obtienen las siguientes
soluciones:
x| =(4;0;-13); x» =(-2;0;7/3)

Luego, existen dos puntos que verifican las condiciones necesarias de

optimo local restringido por igualdades.
A continuaciéon se analiza si dichos puntos verifican la condicion
suficiente de dptimo local restringido por igualdades (Teorema X1.5):

—2§1—xl)}

2

Debe dzeR?nonulo /z' vg(x*)=0 > (z; zz){

O’ L(x*) &*L(x*)

| ol 1w aan |[a]_p.{2-24 0 [=]_
(232, JH L(x )L} [2::2, o°L(x*) &L(x*) Lj [ZI’ZZ]{ 0 2-221|z, 0

2

0x,X, 0x,X,

Para x, = (4; 0; -1/3)
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6
(21;22){0}20 = se verifica¥V znonulo/z, =0y z, #0

8/3 0
}:[zl;zz]{ }{21}:8/3222>0V22¢0

0 8/3||z,

[zl;zz]ﬂxux*{zl
z

2

Por lo tanto, xl* = (4; 0; -1/3) es un minimo local estricto del problema.

Para x,=(-2;0; 7/3)

iz

}:O = se verificaV znonulo/ z, =0 y z, #0

Luego:

[Zl 52, ]HXL(X *){Zl
z

2

-8/3 0
}2[21;22]{ }{Zl:|=—8/3Z§<OVZZ¢O

0 -8/3]|z

Por lo tanto, X, = (-2; 0; 7/3) es un maximo local estricto del problema.

XI1.3.2.1.3 Problemas Condicionados por Desigualdades

Este tipo de NLP puede ser representado a través de la siguiente estructura
general: max f(x) s.a:{x€R", g(x)< b; Vi=I,..,m} siendo fR"-R' y g:R"—>R'
v i=1,..,m. Todo NLP puede ser llevado a esta estructura, por lo tanto los teoremas
siguientes son de aplicacion general.

Teorema X1.6: Condicion Necesaria de Optimo Local de Kuhn Tucker.

Sea X' un maximo local restringido de f(x) sobre la region factible definida por
gi(x)<b; ¥ i=l,...,m, donde f(x) y gi(x) ¥ i=l,...,m son continuas y diferenciables.
Si los Vg(x') ¥i=l,..,m son linealmente independientes, luego I A'=(A;",...Am )
tal que:

Vix") - X A Vgi(x) =0
A (gi(x*) -b)=0 i=1,...,.m
M>0 Vi=l,...,m

<L
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Teorema X1.7: Condicion Suficiente de optimo global

Sea f(x):R"—>R' una funcién concava a ser maximizada sobre una region factible
convexa (ver Apéndice al final del capitulo), luego todo x" €R" que satisfaga las
condiciones necesarias de optimo de Kuhn-Tucker es un méaximo global de PNL.
Sea f(x):R">R' una funcién convexa a ser minimizada sobre una region factible
convexa, luego todo x €E" que satisfaga las condiciones necesarias de 6ptimo de
Kuhn-Tucker es un minimo global de NLP.

Ejemplo: Dado el NLP:
Min f(x)=x] +x,
sa;  xp+x;<9
x +x, <1
Se resuelve el mismo usando condicion necesaria y suficiente de dptimo.

Resolucion: Se aplica condicion necesaria de optimo local (Teorema XI.6), para lo
cual es necesario primero llevar el NLP a la estructura general en base a la cual se
plante6 el teorema XI.6, esto requiere en este caso: max -f(x). Luego se obtiene:

Vf(x)—l] Vgl(x)_ﬂ“z ng(x)z 0
g (x)-9]=0
ﬂ'z[gz(x)_l]zo
A,>0
A, >0
X/ +x; <9
X, +x, <1
Se genera asi el siguiente sistema de ecuaciones e inecuaciones:
1)-2X1-7\.12X1 -}\.2:0
2) -1 -2}\.1 Xy - }\.2:0
)M xE+x2-9)=0
Dl +x-1)=0
5) M=>0
6) >0
7) X12 + X22 < 9
8) X+ X, < 1

Resolviendo el sistema de ecuaciones e inecuaciones se obtienen el punto
* * . - . , .
(x,A)=(0;-3; 1/6; 0) que verifica las condiciones necesarias de 6ptimo local.
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Se analiza a continuacion la condicion suficiente de optimo, Teorema XI.7,
obteniendo:

Funcioén objetivo: f(x) = X, +x, es una funcion convexa.

Region factible: las funciones g1:x12+x22 Y g = X;+X, son convexas y el signo de
la restriccion correspondiente es de <, > la region factible es
convexa (ver Apéndice de final de capitulo).

Por lo tanto, todo X~ que satisface la condicién necesaria de 6ptimo local Teorema
XI1.7, es minimo global.

XI1.3.2.2 Algoritmos para Resolver NLP

Son muchos los algoritmos desarrollados para la resolucion de NLP. Cada
uno de ellos adopta un tipo de NLP (convexo, cuadratico, con restricciones lineales,
sin restricciones, etc.) y en funcion de las caracteristicas particulares del mismo
desarrolla una estrategia de busqueda del 6ptimo.

El objetivo de esta seccion es dar al lector una idea basica de la estrategia y
la estructura de los algoritmos de optimizacién mas convencionales. Siguiendo este
proposito se describen a continuacion algunos de los algoritmos bésicos mas
difundidos en la bibliografia.

X1.3.2.2.1 Algoritmos para NLP Univariables sin Restricciones

Los problemas de optimizacion univariables sin restricciones han sido
muy estudiados desde la perspectiva de lograr un método de busqueda del dptimo
que fuera lo mas eficiente y robusto posible. El resultado ha sido la generacion de
casi una decena de algoritmos muy eficientes. La importancia asignada a la
resolucion de problemas de optimizacion tan pequefios radica en que la mayoria de
los algoritmos de resolucion de problemas de optimizacién multivariables realizan en
cada iteracion optimizaciones univariables, para lo cual requieren de estos
algoritmos. Por ejemplo para resolver un problema de 20 variables un algoritmo
puede requerir 20 optimizaciones univariables en cada iteracion. Si el niimero de
iteraciones requeridas para alcanzar la convergencia fuese 10, el algoritmo requerira
realizar 200 convergencias de un algoritmo de optimizaciéon univariable. Resulta
entonces evidente la importancia de estos algoritmos.

Métodos de Reduccion de Intervalo

Consideremos el problema: min f(x) / x € [a,b]. [a,b] se denomina
intervalo de incertidumbre, puesto que el optimo x € [a,b] pero se desconoce su
valor. Es necesario destacar que a y b son valores elegidos arbitrariamente, no son
restricciones del problema, de manera tal que si el 6ptimo cae en uno de los extremos
del intervalo, es necesario desplazar el valor del intervalo y resolver nuevamente el
problema.

Los algoritmos de busqueda del optimo por reducciéon de intervalo,
esencialmente se basan en reducir el intervalo de incertidumbre eliminando
porciones del mismo en las cuales se tiene certeza que no se encuentra el 6ptimo. Los
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algoritmos mas conocidos de este grupo son el método de la seccion dorada y el
método de Fibonacci. A continuacion se describe uno de ellos.

Teorema XI.8: Sea f:R'—>R' estrictamente convexa sobre [a,b]. Sean A,p€[a,b] /
A<M
Luego:

(1) Sif()>f(w) — fx3)>f(n) x5 €[aA].

(ii) Si f)<F(W) — f(x3)>f(A)  ¥x3 €[b].

Método de la Seccién Dorada: Dado el problema min f(x) / x €[a,b] con f(x)
estrictamente convexa. Sea [aby] el intervalo de incertidumbre asociado a la
iteracion k, y sean Ay y i €[ay,by] / M<py. Del Teorema X1.8 se tiene:

(1) Sif) > () — (birr-agrr) = (bi-Ayo).
(i) Si f(A) # () — (biei-arer) = (i -ag).

Los puntos Ay y p se definen como:
(A) M=at(1-0)(by-ay)

(B) w=at a(be-ay)

Calculando A, y 1 con las ecuaciones (A) y (B), es facil deducir que los
intervalos de incertidumbre de dos iteraciones sucesivas se relacionan a través de la
siguiente ecuacion: (by i-ax+1) = o(by-ay).

Es facil mostrar que un valor de 0=0,618 permite que la longitud del nuevo
intervalo de incertidumbre no dependa del resultado de la iteracion k (independiente
de si resulta (i) o (ii)), y el punto que permanece en el intervalo sirve como uno de los
puntos para la nueva iteracion. Esto implica que en la primera iteracion es necesario
calcular dos puntos y en las restantes iteraciones solo es necesario calcular un punto.
Se presentaran dos casos:

Caso 1: Si f(AM)>1(y) por el Teorema XI.8 a.1=A ¥ brs1=by ¥ A1 =L calculando
L+ con la ecuacion (B).

Caso 2: Si f(M)<f(wy) por el Teorema XI.8 ay;=ay y brs1=lx ¥ Mr+1=Ak calculando
Ak+1 con la ecuacion (A).

Representacion grafica:
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Tter. k

Iter. k+1
Caso 1:

ak+1!__xk 7‘%?1:!11: Iqu b=b.,

Caso 2: ak-:-l=ak 7‘-|;+1 l»'t+l1=a1= bln-:-1=ulr.

ALGORITMO
Etapa Inicial
Elegir la longitud final del intervalo de incertidumbre />0
Sea [a;,b] el intervalo inicial, calcular:
M=a;+(1-0)(bs-ar)

u1231+ a(bl-al) o= 0,61 8
evaluar f(A) A f(y), hacer k=1 y continuar
Etapa principal

Mientras (bg-ax) =/
Sit f)> 1)
Hacer aw=h y be=be ¥y M= Y =t o(bier-agn)
Evaluar ()
SiNo
Hacer a=ay y b=t ¥y WM Y M= @it (1-0)(byi-age1)
Evaluar f(A1)
Fin Si
Hacer k=k+1
Fin Mientras

Ejemplo: Resolucion del NLP min f(x) = 2x*+16/x en el intervalo 1#x#5 usando el

algoritmo de la seccion dorada, hasta una longitud final del intervalo de
incertidumbre /=0,03.

Los resultados de las sucesivas iteraciones se muestran en la siguiente tabla:

k a by A Uk fu) () by-ay
1 1 5 2.528 3.472 19.1107 28.7179 4
2 1 3.472 1.9443 2.528 15.7898 19.1107 2472
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k Ak by A Uk (o) f(uy) by-ay
3 1 2.528 1.5831 1.9443 15.1191 15.7898 1.528
4 1 1.9443 1.3607 1.5837 15.4616 15.1191 0.9443
5 1.3607 1.9443 1.5837 1.7214 15.1191 15.2212 0.5836
6 1.3607 1.7214 1.4985 1.5837 15.1684 15.1191 0.3607
7 1.4985 1.7214 1.5837 1.6362 15.1191 15.1331 0.2288
8 1.4985 1.6362 1.5511 1.5837 15.1271 15.1191 0.1377
9 1.5511 1.6362 1.5837 1.6037 15.1191 15.1206 0.0851
10 1.5511 1.6037 1.5712 1.5837 15.1206 15.1191 0.0526
11 1.5712 1.6037 1.5837 1.5913 15.1191 15.1191 0.0325
12 1.5712 1.5913 1.5789 1.5837 15.1195 15.1191 0.02

De la tabla se obtiene que el 6ptimo pertenece al intervalo [1,5789; 1,5913]. Luego,
puede adoptarse como Optimo a cualquier punto de dicho intervalo. En general se
elige el punto medio.

Métodos que Utilizan Derivadas

Estos métodos se diferencian de los del grupo anterior porque utilizan la informacion
de la derivada de la funcion para dirigir la busqueda.

Generalmente convergen en un menor nimero de iteraciones. Requieren que la
funcion sea diferenciable, y ademas es necesario calcular la derivada de la funcion ya
sea en forma analitica o numérica.

En este grupo se pueden incluir el método de Newton, de la biseccion, de la secante y
busqueda cubica como los mas convencionales. A continuaciéon se describe el
método de Newton.

Método de Newton: Se basa en aproximar a la funcion f(x) en el punto Ay, a una
funcion cuadratica q(x), y luego buscar el minimo de q(x). La aproximacién
cuadratica se obtiene mediante una expansion de Taylor que incluye el término de
segundo orden q(x)=f)+HM)(x-A )2 (A)(x-A)>. Si A es un punto
suficientemente proximo a un O6ptimo, todo punto x que verifica la condicion
necesaria de 6ptimo local no condicionado q’(x)=0, verifica también la condicion
suficiente de 6ptimo local no condicionado. Luego, A+ es elegido como el punto que
minimiza la funcion q(x). Es decir, que verifica q’(X)=f"(h)+f” (M) (x-A)=0. De aqui
se obtiene (haciendo Ay 1=X): A =Ax- (M) (My).

El proceso termina cuando |- M| < & 0 | () |< & donde € es un escalar
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prefijado.

Nota: El procedimiento puede ser aplicado a funciones diferenciables dos veces,
y ademas es necesario que f’(A)#0. Puede demostrarse que este método
converge si el punto inicial es suficientemente proximo a un 6ptimo.

ALGORITMO
Etapa Inicial
Elegir A; y e. hacer k=1
Calcular (M) vy 7)) ¥ M= M - £ )/ (A y continuar
Etapa principal
Mientras (A 1-Ay) Je
Hacer k=k+1
Calcular (M), ') Y M= A — PO/ ()
Fin Mientras

Ejemplo: Se resuelve el NLP min f(x) = 2x’+16/x usando el algoritmo de Newton,
con £=0,03.

Los resultados de las sucesivas iteraciones se muestran en la tabla
siguiente.

f'(x)=4x—¥; f"(x):4+%
X X

k Xk IN(xx) fO(xy) f(x1) X(ktH) X(k+1)-Xk

1 3.0000 | 10.2222 5.1852 23.3333 | 1.0286 1.9714

2 1.0286 [ -11.0092 | 33.4067 | 17.6715 | 1.3581 0.3295

3 1.3581 [ -3.242 16.7742 | 15.47 1.5514 0.1933

4 1.5514 | -0.4422 12.5701 | 15.127 1.5866 0.0352

5 1.5866 [ -0.0099 12.0125 | 15.1191 | 1.5874 0,0008<0,03

De la tabla se adopta el punto x =1,5874 como un minimo local. El valor de la
funcion objetivo en este punto es f(x )=15,1191.

X1.3.2.2.2 Algoritmos para NLP sin Restricciones Multivariables
Los problemas de optimizacion multivariables sin restricciones son muy
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comunes en todas las areas del conocimiento, de alli el gran esfuerzo que se ha
invertido en desarrollar algoritmos eficientes para resolver los mismos. Se puede
rescatar de la bibliografia cerca de una veintena de algoritmos extensamente usados,
no obstante es mucho mayor la lista de algoritmos que por determinadas
circunstancias no fueron muy difundidos.

En su mayoria, estos algoritmos fueron desarrollados a partir de
razonamiento heuristico y posteriormente justificados matematicamente, cuando era
posible. Una caracteristica de estos algoritmos es que s6lo convergen a Optimos
locales.

En los ultimos afios se han desarrollado algunas estrategias que intentan
encontrar 6ptimos globales. Esta es un area aun en desarrollo.

En lo que sigue, se describen algunos de los algoritmos clasicos, que
constituyeron la base de la mayoria de los algoritmos desarrollados posteriormente.

Método de Basqueda SimpleX: Este método, es una de las méas antiguas y
elementales estrategias de busqueda del 6ptimo de una funciéon multivariable sin
restricciones. Se lo conoce con el mismo nombre del método para resolver LP
descripto en secciones anteriores, pero su estrategia no guarda relacion alguna.

Dado el problema min f(x) / x €R", el método consiste en:

Seleccionar n+1 puntos equidistantes, los cuales corresponderian a los vértices de un
poliedro regular que se denomina simplex. Por ejemplo, si n=2 el simplex es un
triangulo equilatero, si n=3 el simplex es un tetraedro, etc.

Generar un nuevo Simplex seleccionando el vértice con el peor valor de la funcion
objetivo y proyectandolo una distancia determinada a través del punto equidistante
de todos los restantes vértices denominado centroide.

En el grafico de la figura siguiente se representa en forma esquematica el
procedimiento para el caso de un problema de dos variables:

Xy
Xa centroide de x, v x,
Xy Xz
Xy X
X4
Simplex actual Noevo Simplex
Xy3 Koz Xy X5 Xxp Xy
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El procedimiento en su evolucion utiliza las siguientes reglas:

Regla 1: Si el peor vértice fue generado en la iteracion anterior, elija el vértice con el
siguiente peor valor de la funcién objetivo.

Regla 2: Si un dado vértice se mantiene inalterado durante M iteraciones, reducir el
tamafio del simplex por alglin factor. Iniciar un nuevo simplex manteniendo el mejor
punto.

Regla 3: Criterio de terminacion. La busqueda es concluida cuando el simplex es
suficientemente pequefio, o cuando la desviacion estandar del valor de la funcion
objetivo en cada vértice se torna suficientemente pequefia.

Métodos de Blisqueda Directa
Estos algoritmos se basan en la siguiente estrategia:

e dado un punto x,

o determinar una direccion d de busqueda,

e busqueda lineal: luego, f(x) es minimizada desde x en la direccion d. Para
ello se requiere resolver el siguiente problema de optimizacion univariable:

min, f(x+Ad) s.a: {10 [a,b], LR }

Este subproblema se resuelve mediante alguno de los algoritmos para
problemas de optimizacion univariable descriptos en la seccidon anterior. Esta
estrategia es la base de muchos algoritmos. La diferencia entre ellos solo radica en el
método que usan para determinar la direccion de busqueda. A continuacion se
describen dos de los algoritmos mds simples a efectos de mostrar la arquitectura de
los mismos.

Método Coordenado Ciclico: Utiliza los ejes coordenados como direcciones de
busqueda. Es decir, utiliza las direcciones d;,dy,...,d, donde d; tiene un 1 en la
posicion j y ceros en todo el resto. Por lo tanto, cuando se optimiza desde el punto x”
eno)la direccion d;, el nuevo punto serd x1:x0+kjdj = (x,"=x,%v; le =X O+)\.j;... Xy =
Xy )

Representacion Esquematica
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>

X

Una iteracion se inicia en x; y termina en Xy, luego de haber optimizado (biisqueda
lineal) en todas las direcciones. Es decir xy:1=x,+ X« Ad; donde A; es el optimo de
miny f(x;+Ad;).

El criterio de terminacion es || x1- xi|| <€, donde |.|| es la norma Euclidea.

Etapa de aceleracion: Este método converge a un punto con gradiente cero (6ptimo
local) cuando se aplica a una funcioén diferenciable. En ausencia de diferenciabilidad,
el método puede detenerse en un punto no dptimo. Esto se representa en la figura:

A 55

X

>

X

En el punto X, la funcién alcanza el valor minimo segiin ambas direcciones d;=(1,0)
y d,=(0,1) por lo tanto alli se detiene sin ser este punto el optimo. Para salvar este
problema, se propone una optimizacidén univariable desde x, en la direccion (Xy+;-

Xk) .
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La busqueda a lo largo de la direccion (xy.+1-X¢) suele usarse
frecuentemente en el método coordenado ciclico, atin cuando f(x) es diferenciable,
para acelerar la convergencia del método. De alli que se la denomina etapa de
aceleracion. Usualmente cada p iteraciones se aplica una etapa de aceleracion. El
parametro p es determinado en base a criterios practicos.

ALGORITMO
Etapa Inicial
Elegir £>0 y p>1 (entero). Hacer dj=e; j=1,.,n. Elegir x,. Hacer y;=x; vy
k=j=i=1
Mientras j<n
Calcular ) solucion éptima de min, f(xj+Ad) /A€R'
Hacer y;. 1=yt
Hacer j=j+1
Fin Mientras
Hacer Xi1= yYn+1
Etapa principal
Mientras ||xi.i- xi[|>¢
Mientras i<p
Hacer j=1
Hacer y; = Xy
Hacer k=k+1
Mientras j<n
Calcular A; solucion 6ptima de miny, f(y;+Ad;)) /A€ R
Hacer yj. 1=yt
Hacer j=j+1
Fin Mientras
Hacer Xi1= yn+1
Hacer i=i+1
Fin Mientras
Hacer d=x-x¢
Calcular A" solucion optima de min;, f(xy.+Ad) /A€ R'
Hacer k=k+1
Hacer xi.1= xk+k*d
Hacer i=1
Fin Mientras

Ejemplo: Resolucion del NLP min f(x) = 4x,> + 3x,>- 4x,X, + x, utilizando el método
coordenado ciclico desde el punto inicial xy=(0;-1). Adoptar € = 0,03.

Previo a iniciar el proceso iterativo es necesario realizar algunas consideraciones:
e , . 2 g
Las direcciones de busqueda para este problema definido en R son: d;=

(1;0) y d;=(0;1).
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Sea A" el valor que minimiza f(x+Ad). Dicho valor se obtiene resolviendo
el problema univariable min, f(x+Ad) s.a: {A £[a,b], A€ R' }utilizando para esto algiin
algoritmo de busqueda univariable tal como el método de la seccién dorada visto
anteriormente.

No obstante, desde un punto de vista académico practico, es mas facil
resolver el problema min, f(x-+Ad) s.a:{A €[a,b], A€R' } en forma analitica utilizando
elementos teéricos. Debe quedar claro que éste es so6lo un recurso académico.

Luego, para calcular el valor de A" en cada una de las sucesivas busquedas
lineales se puede formular una ecuacion en forma genérica asociada a la funcion a
optimizar:

Sea el punto inicial y = (a; b) y la direccion de busqueda d = (c; g) .
Luego:

min f(y+Ad)= fla+Ac;b+ Ag)=4(a+Ac) +3(b+Ag) —4(a+ Ac)b+ Ag)+(a+ Ac)

. ’ .y .. . . * . . .
Se obtiene asi una funcién en A a ser minimizada. Luego, si A minimiza f(y +Ad)
debe verificar la condicion necesaria y suficiente de 6ptimo local no condicionado:

%:0:8c(a+,1*c)+6g(b+/1g)—4c(b+/1*g)—4g(a+/1*c)+c
_ 4c(b—2a)+ 2g(2a—3b)—c

l*
8¢’ +6g” —8cg

La ecuacion anterior es aplicable a cualquier direccién de buiisqueda. Para el caso
particular de la direccion de busqueda d;=(1;0),esc =0y g=1, luego A" vendra
dado por:

T 4b—2a)-1
8
Mientras que para la direccion de busqueda d,=(0; 1), esc=1y g=0, luego A,
x_ 4a—06b
A*=
6 * *

Con las ecuaciones generadas se calculara el valor de A; y A, de cada

busqueda lineal. Se inicia entonces la aplicacion del algoritmo:

Iteracion 1:
W=, =[0-1] W =30+ 4 d, =0+ %]
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g:%:—%zs =) =[-0.625;-1]

0 =[0.625-1+4] 4=

%:05833

= 3 = x =[-0.625,-0.4167]
[ =26 = J(0.625) +(~1+0.4167F =0.8549>0.03

Iteracion 2:
¥ =x =[-0.625-0.4167]
=[-0.625+ 4;;-0.4167]=[0.33335;—0.4167] (1 =0.29165)
) = |-0.33335,-0.4167+ 4, | = [-0.33335;-0.2222] = x, (4, =0.19446)
I, = x| =0.3506 > 0.03

Los resultados de las 4 primeras iteraciones se presentan en la tabla siguiente:

i P : P i d
Meracion i | X, =V A vy Ay W3=x, fixy |x x|

I 0,0000

1.0000

0.625

10000

b & [

T [ [ [ (] [ o
&) ['.’ [
1552 B [

-0,62 \n] 0.5833 -D_f\lil'_]] 04167 0.8549

0.0648

-01.3334 =0.2341 >
et -0.0874 0.1168

=2
=0.2037
—0.1358 -0.0931 0.039

=0.2361
=0.1574

0.0216

Luego de cuatro iteraciones (p=4) se decide aplicar una etapa de aceleracion.
La direccion de busqueda para la aceleracion es:

d=x*—x"=[0.0324; 0.0216]
X =x*+ Xd =[-0.2037+ 4 0.0324;-0.1358+ 4 0.0216] (1 =0.5)
x* =[-0.1875-0.1250] [x*-x*|=0.019<0.03

Solucién:
x" =[-0.1875;-0.1250]  f(x*)=-0.09375
Método de Hooke & Jeeves (Modificado). Este método se basa en realizar la
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busqueda del 6ptimo seglin dos tipos de estrategias:

Busqueda exploratoria: en la iteracion k, partiendo del punto y, genera el punto Xy
mediante una busqueda siguiendo las direcciones de los ejes coordenados, luego pasa
a la etapa de busqueda pautada.

Busqueda pautada: generado el punto x,.-; mediante la etapa exploratoria, realiza una
busqueda a lo largo de la direccion d=(x.- Xi) generando el punto yy., luego vuelve
a la etapa de busqueda exploratoria.

Grafico:
A Y1 dl ¥z
X,
d=x,=x, d
X2-Y3 Y
i =, x.y, oy,
d,
x-y1 4 Y2
X,
Nota: El método de Hooke and Jeeves original, propone realizar las biisquedas a

lo largo de los ejes coordenados y de la direccion d=(xy. - Xi) a través de
saltos discretos y evaluaciones de la funcion. La magnitud del salto se va
ajustando a medida que avanza el calculo. Es decir, en su version original
el método no propone realizar optimizaciones univariables segin las
distintas direcciones.

Ejemplo: Resolucion del NLP min f(x) = 4x,* + 3x,%- 4x,x, + X, utilizando el método
de Hooke & Jeeves desde el punto inicial x;=(0;-1).Adoptar € = 0,03.
Se define y;= x;= (0; -1).

Iteracion 1:

Busqueda exploratoria: en las direccion d;=(1; 0) y d,=(0; 1) desde x,=(0;-1).
Esta busqueda es la misma que se realiz6 en la iteracion 1 del método anterior, por lo
tanto se utilizan aqui dichos resultados: x,= (-0,625; -0,4167)

Busqueda pautada: en la direccion  (x; - X1) = (-0,625; 0,583)
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min f[x, + 2(x, - x,)]= min £[(~0.625;-0.417)+ A(~ 0.625;0.583)| =
min f(~0.625-0.6254;—0.417 +0.583 1)

Luego, para realizar la busqueda univariable y obtener el valor de A" puede utilizarse
la ecuacion desarrollada en el ejemplo anterior, o bien plantear y resolver el problema
univariable correspondiente. Aqui se usa la segunda posibilidad simplemente a modo
de muestra. Luego, se reemplazan los valores de las componentes del nuevo punto en
la funcion objetivo original obteniéndose una funcion en A:

min F()=4(=0.625 =0.6250F +3(=0.417 + 0.5830) =4 (=0.625 - 0.625%)

(=0,417 +0,58331) - 0,625 -0,6254

min F(1)=4(-0.625-0.6251) +3(~0.417+0.583 1) —4(~0.625-0.625 1)
(-0.417+0.583.1)-0.625-0.625 A

. * , . .. . ey,
Si A es un minimo local no condicionado de F(A) debe verificar la condicion
necesaria de ptimo:

d};igﬂ)=3.125+3.124/1—1.458+2.0382—1.042+1.457+2.914ﬂ—0.625 =0
1.457+8.0764=0 = /13 =0.180
Luego, el nuevo punto sera:
Y =%+ A (x, = x, ) =[-0.625;- 0.417]+ (- 0.180)- 0.625;0.583]
y, =[-0.512;-0.521]
Iteracion 2:

Busqueda exploratoria, en las direcciones d;=(1; 0) y d,= (0; 1) desde el punto
generado en la iteracion anterior y;=(-0,512; -0,521). Esto es:
Busqueda univariable segun d;:

min f(y, + 2d,)=min f[(~0.512;—0.521)+ A(1;0)] = min £(~0.512+ 4;—0.521)

Reemplazando en la funcion objetivo y apligando condicion necesaria y suficiente de
optimo local no condicionado se obtiene A; :
F(2)=1.048-4.096 1 +4 2> +0.814—1.067+2.084 A —0.512+ 2
Mle—l.OlZzO = 4 =0.126
d
v, =y + A4 d, =(-0.512; —0.521)+0.126(1;0) = (- 0.386; - 0.521)
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Busqueda univariable segun d,:
Min f(y, + Ad,)=Min f[(~0.386;—0.521)+ A(,0;1)] = (- 0.386;,— 0.521+ 1)

Reemplazando en la funcion objetivo y aplicando condicion necesaria y suficiente de
7 . o . . *
optimo local no condicionado se obtiene A, :

F(1)=4(-0.386) +3(-0.521+ 1) —4(-0.386)(—0.521+ 1)—0.386
7(:6/1—1.582:0 = 1, =0.263
vy =% =y, + £ d,)=(~0.386; —0.521)+0.263(0;1) = (— 0.386;~ 0.258)

Luego se verifica convergencia:
ey —x, =0.4642 > ¢

Dado que no verifica convergencia se pasa a:
Busqueda pautada en la direccidn (X3 - X;)

min £ (x, + A(x; - x, ))=min £(~0.386+0.2391; —0.258+0.159 1)

Reemplazando en la funcién objetivo y aplicando condicidon necesaria y suficiente de
7 . . . . *
optimo local no condicionado se obtiene A5 :

F(1)=4(-0.386+0.2394) +3(~0.258 + A)’
—4(-0.386+0.239 1Y~ 0.258 +0.159 1)~ 0.386+0.239 1
d%g):o.sozﬂ—o.zm:o = 1,=0.685
¥, =[xy + 4 (x, +x,)|= (- 0.386; —0.258)+0.685(0.239; 0.159)

y, =(~0.222; -0.149)

Iteracion 3: a partir del punto generado en la iteraciéon 2 y;= (-0,222; -0,149) se
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vuelve a aplicar el algoritmo hasta verificar la condicion de convergencia.

Métodos que Usan Derivadas

Método de la Direccion de Descenso mas Empinada o de Cauchy: Requiere que
la funcion sea diferenciable. Utiliza como direccion de busqueda la direccion del
gradiente de la funcidn. Para un problema de minimizacion sera: d = - V{(x) por lo
tanto X1 = X -A VE(Xy).

Inconvenientes del método (Zigzagging): Este método generalmente opera bien
durante las primeras iteraciones, produciendo rapidas aproximaciones al 6ptimo,
pero presenta dificultades en las proximidades del 6ptimo. Este fendmeno se puede
corregir produciendo una desviacion del gradiente. Es decir, en lugar de utilizar la
direccion de desplazamiento d = - Vf(x), se puede utilizar la direccion d = -D Vf(x) o
bien la direccion d = - Vf(x) + g donde D y g son una matriz y un vector apropiados.
Este procedimiento de correccion se analiza en detalle en los algoritmos posteriores.

Método de Newton (multivariables): Requiere que la funcion sea continua y
diferenciable dos veces. Se basa en aproximar a la funcién f(x) en el punto x, a una
funciéon cuadrética q(x) y luego buscar el minimo de esta nueva funcion. La
aproximacion cuadratica se obtiene mediante una expansion de Taylor de segundo
orden q(x)=f(x )+ V' (x)(x- x)+2(x-x) H(x)(x-x,) donde H(xy) es la matriz
Hessiana de f(x) en xy. Si x, es un punto suficientemente préoximo a un 6ptimo, todo
punto x que verifica la condicion necesaria de 6ptimo local no condicionado W
q(x)=0, también verifica la condicién suficiente de dptimo local no condicionado.
Luego, xy+ es elegido como el punto que minimiza la funcion q(x). Es decir WVq(x)=
V f(x)+H()(x-x)=0. Asumiendo que H(x,)' d, (premultiplicando ambos
miembros de la ecuacién anterior por H(x,)" y reordenando) se tiene: X = Xy -
H(x)" VE(xy).

En esta ecuacion recursiva, se ha definido al punto x que optimiza la
funcion cuadratica q(x) como el punto xy.;. De esta manera la ecuacion permite
calcular en forma recursiva, los puntos generados por el método de Newton, a partir
de un punto inicial dado. De la ecuacién de generacion del nuevo punto se deriva
como direccion de busqueda d = -H(x,)" Vf(x). El procedimiento termina cuando
| xke1- xi[|< € 0 || VE(xi) | < €, donde & es un escalar especificado previamente.

Andlisis del método: Si x* es un minimo local estricto de f(x) ( Vf(x)=0). Luego,
asumiendo que f(x)) es continua y diferenciable dos veces, H(xy) serd positiva
definida para x, suficientemente proximo a x , lo cual implica que H(x,)" 9 y por lo
tanto el punto x,,; podra ser calculado mediante la ecuacion recursiva definida.

Convergencia: Los puntos generados por el método de Newton pueden no converger.
La razon de que esto ocurra es que H(xy) puede ser singular, lo cual implica que
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H(xk)'1 no existe, o bien, aun si H(xk)'1 0, f(xx+1) puede no ser necesariamente mejor
que f(xy).

Puede demostrarse que el método converge si xi es suficientemente proximo a un
optimo.

Conclusion respecto a los métodos que usan derivadas. El método de Cauchy tiene
buena performance en las primeras iteraciones (lejos del 6ptimo) pero se torna
ineficiente a medida que se aproxima al 6ptimo. En contraposicion a éste, el método
de Newton asegura convergencia en las proximidades del oOptimo. Como
consecuencia de las ventajas y desventajas de estas estrategias, se han desarrollado
algoritmos que intentan aprovechar las ventajas de ambas. Algunos de ellos se
describen a continuacion.

Métodos que Usan Direcciones Conjugadas

Algunos de estos métodos utilizan derivadas, y otros evaluaciones de la
funcion. Son, al igual que los anteriores, métodos de busqueda directa cuya
diferencia radica en que usan direcciones conjugadas.

Los distintos algoritmos de optimizaciéon que utilizan direcciones
conjugadas, se diferencian entre si en la estrategia de generacion de las direcciones
conjugadas. Los mas conocidos son el método de Davidon Fletcher and Powel, el
método de Zangwill, y el método de Fletcher and Reeves entre otros. A modo de
ejemplo, a continuacion se describe el primero de estos algoritmos, luego de algunas
definiciones necesarias.

Vectores Conjugados: Sea H una matriz (nxn) simétrica. Los vectores d,...,dy son
llamados H-conjugados o conjugados si ellos son Li. y si diTde:O ViA.

Teorema XIL.9: Sea f(x)=c'x+2x'Hx, donde H es una matriz (nxn) simétrica. Sean
dy,...,d, direcciones H-conjugadas y sea x; un punto inicial arbitrario. Para k=1,....n
sea Ay una solucion optima para el problema que implica: min f(x,+Ady), A€E', A
Xp+1= X+ Mdy. Luego, para k=1,...,n se debe tener que Xy, es una solucion 6ptima del
problema: min f(x) sa:{(x-x,) €L(d,,...,d)} donde L(d,,..,di) =Zj=1 i 1idj / 1 eR!
W] es el subespacio lineal formado por d,..,dy.

En particular, x,.; es un minimo del problema: min f(x) x €R".

Este teorema asegura que optimizando una funcién cuadratica segin un
conjunto de direcciones conjugadas es posible alcanzar el 6ptimo en una sola
iteracion.

Método de Davidon, Fletcher & Powell (D.F.P): Requiere que la funcion sea
diferenciable.
Direccion de busqueda: dj = -D; Vi(y;) donde D; es una matriz (nxn) positiva definida
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y simétrica. Para la siguiente etapa, la matriz Dj, se obtiene de:
D;.=Dj+pyq;'/pj i-Dipi;’ Di/p;' Diq
donde: p=hd;  q=Vi(y;u)- Vi(y) A yEyitAd;

Puede verse que este método utiliza como direccion de busqueda la
direccion del gradiente modificado por la matriz D;.

Teorema X1.10: Considere el problema de minimizar f(x)=c'x+2x"Hx sujetoa x €
R", donde H es una matriz (nxn) simétrica y positiva definida. Suponga que el
problema es resuelto utilizando el método (D.F.P.) comenzando con un punto inicial
y; /A una matriz simétrica (+)definida D;. En particular, ¥j=I,...,n sea A; la solucién
optima del problema: min f(y;+Ad;) sujeto a A>0 A sea y;;= yj+Ad; donde dj= -D; ¥
fy)) / Dyi=Dy+pig;/p; a-Dipya; D /p; Dygj donde p=hidj 4= Vilyjer)- VH(y). Si
Vi(y)#0 +¥j=1,...,n luego las direcciones d,,...,d, son H-conjugadas y D, =H".
Ademas y,.; es una solucion optima del problema.

Conclusiones del teorema XI.10 respecto del Método de (D.F.P.): Si la matriz
inicialmente propuesta es D;=I, luego d,= - Vf(y;) con lo cual la primer bisqueda es
una busqueda de Cauchy, con lo cual el método estaria aprovechando en las primeras
busquedas las ventajas del método de Cauchy, esto es: rdpida aproximacion al
optimo.

Por otra parte, la matriz D,.;=H", lo cual indica que la etapa final es
equivalente a la del método de Newton, con lo cual estaria aprovechando las
propiedades de convergencia de éste en las proximidades del 6ptimo. Por esta razon
se lo denomina casi newtoniano.

Si la f(x) es cuadratica, el método de (D.F.P.) genera direcciones
conjugadas, por lo tanto, del Teorema XI.9 se tiene que el método convergera en una
iteracion.

ALGORITMO
Etapa Inicial
Elegir £>0, x; y una matriz inicial D, positiva definida y simétrica.
Hacery=x; y k==1
Etapa principal
Mientras | Vf(y)[>¢ y j<n
Hacer d=-D; Vi(y;)
Calcular ) solucion dptima de min,f(xj+Ad;) /A €E'
Hacer yj. 1=yt
Hacer p=}d; qi= Vi(yj+1)- Vily;)
Hacer Dj1=D; + pig;'/ p;'q; - D pig; ' D;/ by’ Djq;
Hacer j=j+1
Fin Mientras
Ejemplo: Resolucion aplicando el método DFP desde el punto x=(-1; -1) del
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siguiente NLP no condicionado:
2

3 -1
min F(x) 1/2x" Ax A:{ } = minF(xl;xz):%xf+%—xzx1

Iteracion I:
1 0
k=1 y=x=(-1-1) DI:{ }
d, = _v.f(yl): _[3 Xy =Xy Xy — xl](T—l;—l) = d = (2;0)T
Busqueda univariable:
min f(y, + Ad,)=min f[(~ ;- 1)+ 2(2;0)] = min f[-1+24;~1]
Reemplazando en f(x) se tiene:

minp(z):%(_uu)z+%+(_1+u)(l)

Aplicando condicion necesaria y suficiente de dptimo local no condicionado:

L;Ef):6(—1+2/1)+2:—6+12/1+2:12/1—4:0 = A =1/3
v, =3 +4d =(-1-1)+1/3(2;0)=(-0.333;-1)

Se actualiza la matriz D:

P PlT _ D, %%T
B'q, ¢/ D g

N :F 0} [2(/3(2/3;0) _Ll) 10}[_26?6()617J(2.001;—0.667){2) 10}
o (2/3;0)( Z'OOIJ (2.001;—0.667){1 0}( 2'001]

D,=D, + R =44, %:Vf(yz)_vf(yl)

0 1[\-0.667

b |1 0] [0333 0] [[0900 -0299] [04331 0.299
270 1 0 0| [-0299 0.0099 | | 0.299 0.901

Modelado, Simulacién y Optimizacion de Procesos Quimicos
Autor: Nicolas J. Scenna y col.
ISBN: 950-42-0022-2 - 81999



Cap. IX Pag. 474

Luego, la segunda direccion de biisqueda viene dada por:

4, = Df(y,)=[ 04331 0291107 ) _(0.199
2T 0299 0.901 ) ~0.667) L0600
Busqueda univariable en la direccion d,:

i s )i 1[0 2 [O19)] i /[ 03330202
min = min = min
Y2 A 1 0.600 ~1+0.60 4

Reemplazando en f(x) se tiene:
F(2)=3/2(-0.333+0.20) +1/2(~1+0.604) —[(-0.333+0.204)~1+0.601)]

Aplicando condicion necesaria y suficiente de 6ptimo local no condicionado:

d%ff) =-0.2+0.121-0.6+0.361-0333+0.401-0.122°=0 = 1*=1.6658

Luego, el nuevo punto sera:
Yy =y, + A dy =(=0.333;1)+1.6658(0.2;0.6) = (0;0)
Se evalua la condicion necesaria de 6ptimo local no condicionado en yj;:

Vi(»,)=(0;0) = x,=y,=(0;0) es minimode f(x)

Dado que f(x) es convexa, y; verifica también la condicion suficiente de 6ptimo local
no condicionado. Por lo tanto, el 6ptimo fue alcanzado en una sola iteracion.

Las propiedades de este algoritmo son derivadas bajo la hipotesis de
funcién cuadratica. Cuando la funcién no es cuadratica, puede aproximarse la misma
a una funcion cuadratica y ser resuelta con este algoritmo, o bien, puede optimizarse
la funcion original, en cuyo caso el nimero de iteraciones requerido sera superior al
indicado para funciones cuadraticas. En este caso el algoritmo no tiene ventajas
comparativas con los anteriores.

XI1.3.2.2.3 Algoritmos para NLP con Restricciones
En esta seccion se describen algunos de los algoritmos desarrollados para
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resolver programas matematicos no lineales con restricciones. Se han utilizado
muchas estrategias como base de métodos para buscar el optimo de este tipo de
problemas de optimizacion. Los mas conocidos son los métodos de penalizaciéon y
barreras, los métodos de planos de corte y dual y los métodos de direcciones
factibles. De estas tres estrategias, los métodos de direcciones factibles han dado
origen a algoritmos muy difundidos y utilizados en la resoluciéon de este tipo de
problemas. La mayoria de los softwares comerciales incorporan estos algoritmos. En
lo que sigue se presenta la estrategia de direcciones factibles y dos de los algoritmos
mas representativos.

Métodos de Direcciones Factibles y de Mejora

Dado el NLP min f(x) sa: x0S. Estos algoritmos resuelven este tipo de
NLP desplazandose desde un punto factible (que pertenece a la region factible) a otro
punto factible no inferior a través de la siguiente estrategia:

Estrategia:
Dado un punto x, factible,

(i) Determinar una direccion dy tal que para 6>0 y suficientemente pequefio,
las siguientes dos propiedades se cumplan:
xtAd, es factible [1A0(0, )
f(x +Ady) < f(xy) 1 A0(0, 8) (para problemas de minimizacion)

(ii)) Resolver el problema: min f(x,+Ady) s.a:10(0,0) / Xg+1=(Xx+Axdy)0S

Direccion de Mejora, Factible: Sea f:R"6R' y sea S un conjunto no vacio en R”,
considere el problema siguiente: min f(x) sa: x0S. Un vector d'J0 define una
direccion factible en x08S, si [J un 6>0 / (x+Ad)0S [J A0(0,0). Ademas, d es una
direccion factible y de mejora en S si[] 6>0 / f(x+Ad)<f(x) @ (x+Ad)0S [1210(0,).

Teorema XI.11: (Caso de Restricciones Lineales:) Sea xOR" una solucion factible
del problema: min f(x) s.a:{Ax#b; Ex=e; donde A(mxn); E(Ixn)} / Ajx=b;, @
A,x<b, siendo AT:(AIT,AZT) W bT:(blT,sz) . Luego, un vector d[0 es una
direccion factible en x si y solo si A;d#0 @w Ed=0. Por otra parte, dOR" es una
direccion de mejora en x si Af(x)d<0. (para problema de minimizacioén). La
interseccion del conjunto de direcciones factibles con el conjunto de direcciones de
mejora, define el conjunto de direcciones factibles y de mejora.

Método del Gradiente Reducido de Wolfe (G.R.): Se basa en reducir la dimensioén
del dominio del problema representando todas las variables en término de un
subconjunto de variables independientes. Sea el NLP min f(x) s.a:{Ax=b; x30;

Modelado, Simulacién y Optimizacion de Procesos Quimicos
Autor: Nicolas J. Scenna y col.
ISBN: 950-42-0022-2 - 81999



Cap. IX Pag. 476

xOR"} donde A(mxn) es una matriz de rango m y f(x) es una funcidén continua y
diferenciable sobre R". Se considera ademas, que cualesquiera m columnas de A son
linealmente independientes y todo punto extremo de la region factible tiene m
variables > 0 (no degenerado). Con esta consideracion, toda solucion factible tiene
como minimo m variables > 0 y como maximo (n-m) variables iguales a cero.
Siguiendo la estrategia general formulada arriba, en primer lugar el método debe
proponer una estrategia para calcular una direccion factible y de mejora:

(1) Calculo de una direccion factible y de mejora:

Con las consideraciones anteriores, A puede descomponerse en: A=(B,N)
A x:(xBT; XNT)T, donde B(mxm) es una matriz no singular, x3>0 @ xx>0. Sea V
f(x)=( Vpi(x); VANT(X)) donde: Vpf(x) es el gradiente de f(x) asociado axg A Wyf(x)
es el gradiente de f(x) asociado a xy .
Por el Teorema XI.11 dOR" es una direccion:

factible en x si Ad=0 A d>0 V¥ x=0,y
de mejora en X si VTf(x)d<0,

Analisis de la condicion de factibilidad:
Siendo d:(dBT; dNT)T resulta:

Ad = (B,N)(ds",d\")"= Bdg+Ndy=0.
Si B es no singular, su inversa d, luego, se obtiene: dg=-B'Ndy.
Luego, la condicion de factibilidad se reduce a:
dg=-B'Ndy A d>0 vx=0,

Analisis de la condicion de mejora:

Vi(x)d = ( Vpf(x), Wnf(x)) (ds",dn")" = Vpf(x)dp+ Vnf(x) dy
Reemplazando el valor obtenido de dg que verifica la condicion de factibilidad se
tiene:

Vi(x)d = Vnf(x)dy - Vaf(x)B ' Ndx<0.
Luego, definiendo a 1y = Wnf(X)- VBf(X)B'lN como el Gradiente Reducido, la
condicion de mejora queda formulada como:
Vi(x)"d = ry"dx<0
Por lo tanto, para que dOR" sea una direccion factible y de mejora en x, dy
debe elegirse tal que se verifique:
I'NTdN<0, deZO ko XNj =0

Una regla practica que permite obtener un dy verificando estas condiciones es:
Si <0 asignar dyj=-ry;.
Si No, asignar dy;= - Xnj I'nj.
Obtenido dy, dg se calcula de manera tal que verifique la restante
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condicioén de factibilidad. Esto es:
dB: -B_lNdN.
El d=(dg"; dy")" asi obtenido sera una direccion factible y de mejora en x
para el problema considerado.

Una vez calculada la direccion factible y de mejora, siguiendo la
estrategia general es necesario realizar la busqueda univariable:

(i) Busqueda Univariable:

Sea x; €E" un punto factible asociado a la iteracién k y dy €R" una
direccion factible y de mejora, el siguiente punto esta dado por xy.1= X+ di donde
A se obtiene de resolver el siguiente problema univariable:

min f(x,+Ady) s.a:{ (a) A(xtAdi)=b; (b) x, +tAd >0 ; A>0}

Suponiendo que en x; el conjunto de restricciones toma los siguientes
valores: Ax,=b; x>0 y Xnk =0. Luego, por el Teorema XI.11 se tiene: Ad=0 y
xnkdni0 por ser dy una direccion factible en x,.. Con esto, las restricciones resultaran:

(a) Ax, tMAd=b > restricciones redundantes, y

(b) Xt =0 2 hdi>-xi
De este modo, el problema univariable se reduce a:
min f(x,+Ady)  s.a:{0<A<hyax}
donde: Amax = Sup{A / Mdi>-xy }

Resulta asi un problema de optimizacion univariable con un intervalo de
incertidumbre definido. El mismo puede ser resuelto utilizando algun algoritmo de
optimizacion univariable tal como el método de la Seccion Dorada.

ALGORITMO
Dado el NLP min f(x) x €R" s.a.:{Ax=b, x>0 }
Etapa Inicial
Encontrar un punto x; factible. Hacer k=1, definir £> 0, M suficientemente grande
Hacer I ={indices de las m variables mas positivas de x,}
Hacer B=(aj/j€ly) (matriz asociada a las variables xg )
Hacer N=(a;/j¢l,) (matriz asociada a las variables xy)
Hacer T'y= Vnf(xe)- Vaf(x)B'N
Etapa principal
Mientras [Ty || >¢
Hacer Ii={indices de las m variables mas positivas de x}
Hacer B=(a;/j€ly) (matriz asociada a las variables xg )
Hacer N=(a;/j¢l,) (matriz asociada a las variables xy)
Hacer I'y= Wnf(x)- Vgf(x)B'N
Para todo j €1,
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Si I'Njf 0
asignar dy;= - ;.
Si No
asignar  dy;= - Xyj Inj-
Fin Si
Fin Para

Hacer dg= -B'lNdN.
Hacer di=(dg", dy')"
Hacer Max=M, i=1

Mientras i<n
Si dg>0

asignar Avax = minimo{ Amax, - Xij/ dig }

Fin Si
Hacer i=i+1

Fin Mientras
Calcular 2y solucion 6ptima de minyf(x,+Ady) s.a.: 0 < A<Ayvax
Hacer x4 =Xt dy
Hacer k=k+1

Fin Mientras

Ejemplo: Resolucion del siguiente NLP usando el algoritmo de Wolfe.

minf(x):2x12+2x22-2x1 X, -4X-6X%x,
sujeto a:
X +x,<2

x +5x,<5

x5 x,20
Se transforma el problema al formato base del algoritmo:

min f(x) =2 x> +2%x -2 X X2-4 % -6 %X +0x3+0x4
X +x,<2
5-a.: x +5x,<5
X;; %, 20
Punto Inicial x; = (0; 0; 2; 5)". m =2 (2 restricciones de =) > 2 variables basicas.

Iteracion 1:

Se eligen las dos variables mas positivas como xg 2 I, = {3, 4}
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1110 1 0 11
L 50 1} {0 1} L 5}
Calculo del gradiente reducido ry = Vnf(xy)- VBf(xk)B'lN :

Vilf(xl): [(4 X —2x, - 4); (4 X, =2x 6)](0.0,2,5) = (_ 4,- 6)

rjgz(_4,—6)—(0’°){(l) ?}B ﬂ

Luego, el gradiente reducido es: ' = (-4, -6)
Aplicando la Regla se determina la componente no bésica de la direcciéon como:

dy=(dy; d) = (4;6)

La componente basica de la direccion se obtiene como: dg= —B'lNdN

) o Jaroes

Luego, la direccion factible y de mejora obtenida es d= (d;;d,;ds;d, ) = (456;-105-34)

Ahora se resuelve el problema de busqueda lineal:
min f(x; + A d)) sa. 0 <A<

Célculo de A
Ay =Min[=2/-10; —5/-34]=5/34

Reemplazando x; y d; se tiene:
min £[(0;0;0;5)+ A(4;6;—10;—34)] = £(4 ;6 1;2-102;5-341)

s.a.:
0<A1<5/34

Reemplazando en f(x) se tiene:
min F(L) = (56 A* - 52 1)
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s.a.; 0<A<5/34
Para un resultado académico, se resuelve aplicando condicidon necesaria de 6ptimo

local no condicionado a F(X), esto es:

d—F:112ﬂ—52:0 -  A=58/112
dA

El minimo del problema irrestricto es A= 52/112 el cual cae fuera del intervalo
factible, por lo tanto se adopta como minimo del problema el limite superior del
intervalo: A,"=5/34.

El nuevo punto sera:

. 025V 0 2 (4610 a)=[10.15.9
xz—xl+/'le1—(0,0,2,5)+34(4,6, 10; 4)_£17,17,17,0)

Iteracion 2:

Se eligen las dos variables mas positivas como xg 2> 1, = {1, 2}

SRS

Se calcula el gradiente de la funcién en x;:

Célculo del gradiente reducido ry = Vnf(xy)- VBf(xk)B'lN :

58 62) 5/4 -—1/4|1 0| (57 1
rN:(O;O)— - =l —;—
17 17)-1/4 1/4 |0 1 17 17

Aplicando la Regla se determina la componente no bésica de la direccion como:
dy= [d3§d4]: [_ X3Pz Xy rN4]= [_513/289;0]

La componente basica de la direccion se obtiene como: dg= —B'lNdN
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. 5/4 —1/4]1 0](-513/289
dy =ld;d,]=- U valo o =(2.565/1.156;,—-513/1.156)

Luego, la direccion factible y de mejora obtenida es:
2.565 513 513
d,=\d;d,;dy;d,)=| —————=;——-30
= (ddyidd,) (1.156 1.156" 289 )

Abhora se resuelve el problema de busqueda lineal:

min f (x, + A dy)
sa. 0 <A <A pax

Calculo de Ay

Ay =min[=x, /—d,;— x,/d,]=min[-151.156/-17513;—9289/-17513]=17/57
Reemplazando x, y d, se tiene:

min F(X) = (12,21 A*- 5,95 A - 6,436)
sa.:0< A <17/57

Nuevamente, se resuelve aplicando condicion necesaria de Optimo local no
condicionado a F(X), esto es:

%:24.42/1—5.95=0 - 2, =5.95/24.42

El minimo del problema irrestricto es A= 5,95/24,42 el cual cae dentro del intervalo
. 3524 3
=x,+Ad,=|—;—;—;0
B TR T HG [313131 }
factible, por lo tanto se adopta como minimo del problema. El nuevo punto sera
entonces:

X 35 24 3
X3 =X, +2‘2 dZ :|:31,31,31,0:|

Iteracion 3:
Se eligen las dos variables mas positivas como xg 2> I3 = {1, 2}

PR

Se calcula el gradiente de la funcién en x;:
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Vf(xs){—gz—@;O;OJ

Calculo del gradiente reducido ry = Vf(xy)- FBf(xk)B'lN :

/4 —1/4T1 0
ry =(0;0)—(—32;—160j =(0;32j
30731 -4 14 o 1) U3

Aplicando la Regla se determina la componente no basica de la direccion como:
dy= [ds;d4]: [_ X3Pz =Xy ”N4]= [O;O]

La componente basica de la direccion se obtiene como: dg= —B'lNdN

Dado que dy= (0; 0) resulta dg = (0; 0). Por lo tanto se obtiene que

d; =(0; 0; 0; 0) lo cual implica que en X3 no existe una direccion factible y de mejora.
Esto nos indica que x3 es un punto de Kuhn Tucker (Teorema XI.6).

Método del Gradiente Reducido Generalizado (GRG): La estrategia del
gradiente reducido del algoritmo de Wolfe puede ser extendida para resolver NLP en
general (con restricciones no lineales). En esta seccion se describe una estrategia
que constituye la base del método GRG. Para ello se considera el NLP:

min f(x) s.a:{h(x)=0 Ck=1,...m}

Dado que las restricciones son no lineales, para representar las m variables
dependientes xp en funcion de las (n-m) variables independientes xy se realiza una
linealizacion de cada una de las restricciones en el punto factible actual mediante una
expansion de Taylor de primer orden. Sea x; €R" un punto factible del problema, la
aproximacion lineal en x; vendrd dada por Hi(x,x;). V¥ Thk(xl)(x-xl) € k=1,...m.
Luego se utiliza la aproximacion lineal para generar un nuevo punto x / WV
Th(x))(x-x,)=0 € k=1,...,m.

: T T T .
Siendo x =(xp ,Xn ), definiendo:

3(x1) = (Vghi(x1), Vghi(x1), Vghu(xy))
C'(x1) = ( Vwhi(x1), Vnhi(x1), Vhm(x1))

Suponiendo que J(x,)" 9, el nuevo punto verificara: (xg-xg1) = -J(x;)" C(x1)(Xx-Xx1)-
Definiendo: dg= (xg-x;) A dy=(Xn-Xn1) la expresion anterior resulta en:

dg=-J(x))"C(x;)dx.

Reemplazando en la funcion objetivo xg por su relacion con xy utilizando la
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aproximacion lineal resulta:
f(x, xx) = f(( xp1-7(x1) " C(x1) (xnmxn1))s X3)=F (xx)

De esta manera se ha transformado el problema restringido en un problema
irrestricto aproximado: min F(xy) xy£R™™, definido en el dominio reducido R™™.
Usando la regla de la cadena para derivacion de funciones implicitas se obtiene el
gradiente de la funcion en el espacio reducido como:

WWF() = Wf(x) - Vaf()J(x1) ' C(xy).

El vector WyF(x) se denomina Gradiente Reducido Generalizado.
Asignando arbitrariamente, en el punto x actual, dy= - VNF(xy) y luego
calculando el valor de dg=-J (xk)‘IC(xk)dN, la direccion de busqueda d=(dg,dn) €

R" serd una direccion descendente y en general no factible para toda restriccion
hy(x)= 0 no lineal.

Dado x° factible, la linealizacion de h(x) en x° genera una recta tangente a
la curva en x°.

Se representan estos conceptos en el siguiente grafico:

X

El punto v'= x° + Ad alcanzado mediante un desplazamiento A en la
direccién d desde x° es no factible; h(v')Z0. v resulta no factible porque para una
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variacion elegida en el valor de las variables independientes (xn-xx°), €l cambio en el
valor de las variables dependientes (xg-xg") calculado usando la aproximacion lineal
no es suficientemente exacto como para dar un valor de xg que satisfaga la restriccion
hy(xn,xg) =0 ¥ k=1,...,m. Esto se puede solucionar mediante la siguiente estrategia:

Buscar el minimo de f(x) a lo largo de la curva implicitamente definida por
los valores de A y xg que satisfacen las ecuaciones: h(xxtAdy, XxgtAdg) = 0 ¥
k=1,....m.

Luego, para cada valor de A (en la busqueda del 6ptimo), sera necesario
resolver el sistema de ecuaciones anterior para obtener el valor de xp factible
correspondiente. Este sistema se resuelve mediante el método de Newton:

xg' ' = x5 -J'(xX)h(x), donde h'(x')=(h;(X),.. hy(x),.. hu(x) y x' =(xxt+Ady,
xg+Adg).

De este modo se puede obtener un nuevo punto x' factible que mejora el
valor de la funcion objetivo.

ALGORITMO
Dado el NLP min f(x) x €R" s.a.:{h(x)=0, ¥ /=1,...m siendo m<n}
Etapa Inicial
Encontrar un punto x; factible. Hacer k=1, definir ¢, > 0, &, > 0, &3 > 0, A=A,
0<y<1, MaxlIter (nimero admitido de iteraciones sin converger)
Elegir una particién de x en xg , Xy tal que J(xy) sea no singular
Calcular ry= WVyf(xy)- VBf(xk)J'l(xk)C(xk)
Etapa principal
Mientras |ry || > &1
asignar dy=-1y
Hacer  dg=-J"'(x)C(x)d.
Hacer  dy=(dg", dy')"
Hacer A=y, =1, vO=x+hdy
Mientras f(x)<f(v?) y d |he") | > &, ¥ =1,ym
Mientras & |[h(v?) [|> &, ¥i=1,ym
Hacer: VB(i_Jrl):vB(i)—J')l(v(i))h(v(i)) (" vV)=(h(v?))}

Hacer v =w{
Mientras ||VB(i+1)-VB(i) ||2 €3 0 1 <Maxlter
Hacer i=i+1 . . ‘
‘ . Hacer v =vg@-I'(v))a?) {
R =)} | ,
Hacer vy'"™=v®
Fin Mientras
Sid [h(v?) || =&, Vi=1,ym
Hacer A=y
Hacer i=1, v%=x+hdy
Fin Si
Fin Mientras

Si f(x)<f(v*")
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Hacer A=y
Hacer i=1, v%"=x+\dy
Fin Si
Fin Mientras
Hacer Xk+1:xk+)\kdk
Hacer k=k+1
Calcular  ry= Vnf(Xy)- VBf(xk)J‘l(xk)C(xk)

Fin Mientras

Ejemplo: Se resuelve utilizando el algoritmo GRG, el siguiente NLP:

min f(x) = (x; - 5)* + x,°
sa.: x12+x22:9

Representacion grafica:

Iteracion 1:
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Se elige arbitrariamente la particion xg=X, y Xy=X;

J=| o =2x, JA J(L)=l C=|—|=2x% C)=0
0Ox, )6 ¢

Célculo del gradiente reducido:

n()=v. 1()-v, ()l ):[z(xl _5)_2)(2.;0} =10

Luego, la componente no basica de la direccion de busqueda se elige como:
dN =-In =10
La componente basica de la direccion de busqueda se calcula como: dpg=
Y 'Cx"dy
dg=-1/6.0.10=0
Luego, la direccion generada sera: d = (d;; d ) = (10; 0)
Un desplazamiento A desde x” en la direccién d genera un nuevo punto v'

v =x"+2d=(0;3)+4(10;0)

Se propone arbitrariamente A=3/10, con lo cual el nuevo punto serd v' =(3:3).
Se verifica si el punto  v' =(3;3) es factible:

[hv") -b|| = |32 +3*-9]| =9>«,
Luego, v'=(3:3) es no factible. Dado que vy' es una variable independiente su valor
pudo ser fijado arbitrariamente, por lo tanto se considera que la no factibilidad es
causada por la variable dependiente vg' la cual fue estimada usando la aproximacion
lineal de la restriccion. Por esta razon se intentara modificar el valor de VB1 hasta un
valor tal que haga cero (verifique) la restriccion. Para ello se utiliza el método de
Newton iterando sobre vg'.

i=1
vi=ve =iy = v =3-(1/6)9=1.5
Vi —vi|=PB-15=15> ¢,
i=2
v =1.5-1/332 +(3/2) —9]=0.75
Vi —vi|=3/4-3/2]=0.75 > ¢,
i=3
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v =0.75-2/3[3* +0.75 —=9]=0.375
Se puede ver que v 6 0, luego se obtiene que v' = (3;0).
Se evalua la funcion objetivo:

f(xo): 34 vy f(v[)z 4 = f(x°)> f(xi) = mejoro el valor de la funcion
Luego, x'= vi= (3;0)

Iteracion 2:

Se elige arbitrariamente la particidon xg=X; y Xn=X;

J=| " =2x, gL Ji o =2x, C;,,=0
2 )" 6 (')

X X

Calculo del gradiente reducido:

r )=V, r&)-v, £ (el ) =2 x, - 2(x, -5)(1/6)0], =0
v = 0< g > x' = (3;0) verifica la condicién necesaria de minimo de Kuhn -
Tucker

Finalmente, es necesario destacar que el objetivo de este capitulo ha sido
realizar una descripcion conceptual de la teoria y los algoritmos de optimizaciéon. Por
esta razon su alcance se ha limitado a presentar los principales enunciados teéricos
y los algoritmos bésicos, apuntando asi a dar una vision global con cierto detalle del
concepto de optimizacion.

El lector que desee estudiar en profundidad la teoria y los algoritmos de
optimizacion debera recurrir a textos especializados. Algunos de los mas
convencionales se listan como referencia del presente capitulo.

EJERCICIOS PROPUESTOS

EJ.1: Una empresa industrial elabora 5 productos diferentes, designados
genéricamente como Pj j=1,...5. Los productos son elaborados a partir de 4 materias
primas diferentes designadas como MPi i=1,...4. En la tabla siguiente se especifican
los precios de venta de cada uno de los productos, los costos de las materias primas, y
las unidades de cada tipo de materia prima requerida para producir una unidad del
producto.

Precio de venta del producto: ($/ unidad de producto)

P1 P2 P3 P4 P5

3 5 2 1.7 4.5
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Costo de la materia prima: ($ / unidad de materia prima)

MP1 MP2 MP3 MP4

0.7 1.5 1.2 2

Modelado, Simulacién y Optimizacion de Procesos Quimicos
Autor: Nicolas J. Scenna y col.
ISBN: 950-42-0022-2 - 81999



Cap. XI Pag. 489

Requerimiento de materia prima: (unidades de materia prima / unidades de producto)
P1 P2 P3 P4 P5
MP1 1 2 12 0 0.5
MP2 1.3 0 1.4 0.5 0
MP3 0 0.8 0.8 0.8 2
MP4 0.2 12 0 0 1.8
Disponibilidad de materia prima (unidades)
MP1 MP2 MP3 MP4
250 180 300 12

Todos los costos son asignados a la materia prima, de modo tal que llegan al producto
a través del requerimiento de materia prima por parte del producto.

Se requiere determinar:

a) La politica de produccién que maximice el ingreso bruto por ventas.

b) La politica de produccion que maximice el ingreso neto por ventas.

¢) La politica de produccion que minimice el costo de las materias primas

d) Considerando ahora la informacién de la estimacion de demanda dada en la
siguiente tabla, determinar la politica 6ptima de produccion.

Estimacion de demanda de producto ( unidades de producto)

P1 P2 P3 P4 P5

50 100 70 200 40

En cada uno de los casos modelar el problema y luego resolverlo usando algin
optimizador disponible. (Por ejemplo pude utilizar el sol/ver de la planilla Excel).
Analizar y comparar los resultados de los distintos modelos.

EJ.2: Dado el LP: max f(x) =4 x; +x;, ;
a) Resolver graficamente

b) Resolver siguiendo el algoritmo SIMPLEX para LP.
c¢) Resolver usando un optimizador disponible.

s.a. {x;+3%,59; 2Xx;-x54; x; x>0}
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EJ.3: Dado el NLP  min f(x)= 2x; +x; X; -3x; Xs°
Resolver usando condicion necesaria y suficiente de 6ptimo.

EJ.4: Dado el NLP  opt f(x) = 3-x)* +x,°  s.a.:{x;" +(2-x2)*=9 }
Resolver usando condicidon necesaria y suficiente de 6ptimo.

EJ.5: Dado el NLP  min f(x) = (3-x,)* +x,°  s.a.:{x;” +(2-X,)* #9}

Resolver usando condicidon necesaria y suficiente de 6ptimo.

Nota: dado que la condicion necesaria de 6ptimo fue desarrollada para un problema
de maximizacion, es necesario tener en cuenta que min f(x) = - max - f(x)

EJ.6: Dado el NLP min f(x) = 3x - (5- x)°
a) Resolver usando el método de la Seccion Dorada
b) Resolver usando el método de Newton.

EJ.7: Dado el NLP  min f(x)= 2x; +X; X» -3X; X»°

a) Resolver usando el método Coordenado Ciclico

b) Resolver usando el método de Hooke and Jeeves

¢) Resolver usando el método de direcciones conjugadas D.F.P.

EJ.8: Dado el NLP min f(x) = x,” +(8+x,)" s.a.:{x; 3%, <9 ; 2 x;-x<4; X,
x>0}

a) Resolver usando condicion necesaria y suficiente de 6ptimo

b) Resolver usando el algoritmo de Wolfe (GR)

¢) Resolver utilizando un optimizador disponible (por ejemplo el solver de Excel)

EJ.9: Dado el NLP opt f(x) = (2-x;)* +x, - 4x3
s {x? +2x)  +x5°=9; (2-x1)* +x,° =9}
a) Resolver usando condicién necesaria y suficiente de éptimo.
b) Resolver usando el algoritmo GRG.
¢) Resolver utilizando un optimizador disponible (por ejemplo el solver de Excel).
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APENDICE
Definiciones

El vector Gradiente: Sea f:R"— R' continua y diferenciable en x €R", el vector
gradiente de fen x d y se define como:

v (x)= {af () o) o (x)}

ox, ~ ox, = ox

n

e indica la direccion en la cual la funcion crece mas rapidamente. Ademas, WVf(x) es
normal a toda direccion en la cual la  velocidad (puntual) de cambio de la funcion es
cero; esto es, Wf(x) es perpendicular a toda superficie de la forma f(x)=k donde k
es una constante.

La matriz Hessiana: Sea f:R"— R' continua y diferenciable dos veces en x €E™.
Luego la matriz Hessiana de f en x 3 y se define como:
Esta matriz es simétrica y unica.

/) )|
) ox,0x,  0x0x,
Hf(x)=| ..
’flx) /)
ox,0x,  Ox,0x,

Forma Cuadrdtica: Una forma cuadrética es cualquier f:R"— R' que tiene la

siguiente forma:
n n
q(x)= DALY

i=l j=1

donde a;; es un nimero real. Una forma cuadratica a diferencia de una funcion
cuadratica, no posee términos lineales.

q(x) puede ser representada como q(x)= x' Ax donde a;j de A(nxn) son los
coeficientes de q(x).

Toda forma cuadratica puede representarse también como q(x)= x'Dx
donde D es una matriz simétrica cuyos elementos son : dj= dj= (ajt2a;)/2 7 iA A
d; = a; .
Propiedad: D es unica.
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La forma cuadratica q(x)= x'Dx es positiva (negativa) definida si q(x)>0
(q(x)<0) ¥ x#0en E".

La forma cuadratica q(x)= x'Dx es positiva (negativa) semidefinida si
q(x)=0 (q(x)<0) ¥ x €E" pero q(x) no es positiva (negativa) definida.

Matriz positiva definida: La forma cuadratica q(x)=x'Dx y su matriz D asociada
son positivas definidas si'y solo si las variables pueden ser ordenadas de manera tal
que d;;>0 y ademas se verifica:

d d dll dlz d13
d” d“ >0 |dy dy dy>0 ..|D[>0
" “ d31 d32 d33

Matriz positiva semidefinida: La forma cuadratica q(x)= x'Dx y su matriz D
asociada son positivas semidefinidas si 'y solo si las variables pueden ser ordenadas
de manera tal que d;;>0 y ademas se verifica:

d d dll dlz d13
d” d” >0 |d, dy dy20 ..|[D[20
" “ d3l d32 d33

Matriz negativa definida: La forma cuadratica q(x)=x'Dx y su matriz D asociada
son negativas definidas si'y solo si las variables pueden ser ordenadas de manera tal
que d;;<0 y ademas se verifica:

d d dll dlz d13
d” d“ >0 |dy dy dy<0 ..(-1|D[>0
" “ d31 d32 d33

Matriz negativa semidefinida: La forma cuadritica q(x)= x'Dx y su matriz D
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asociada son negativas semidefinidas si 'y solo si las variables pueden ser ordenadas
de manera tal que d;;<0 y ademas se verifica:

d d dll dlz d13
d” d” >0 |dy dy dy/<O0 .. (-1)|D|20
. 2 d31 d32 d33

Concavidad y Convexidad: Se dice que la funcion f:S €R"— R' es convexa en el
dominio S si para dos vectores cualesquiera x; A X, €S se cumple: f{0x;+(1-0)x,) <
Of(x))H(1-0)f(x,) ¥ 0 (0,1).

Se dice que la funcion f:S € E"— E' es concava en el dominio S si para dos vectores
cualesquiera x; A X, €S se cumple: f(6x,+(1-0)x,) > 0f(x))+(1-0)f(x,) ¥ 6 (0,1).

Propiedad 1: si f(x) es convexa, -f(x) es concava y viceversa.

Propiedad 2: Toda funcién lineal es concava y convexa a la vez.

Propiedad 3: 1a suma de dos o mas funciones convexas (concavas) es otra funcion
convexa (concava).

Propiedad 4: toda funcién convexa o concava es continua.

Otra caracterizacion de funciones convexas y concavas

Teorema: sea f:S €R"— R' continua y diferenciable dos veces en todo punto x € S,
siendo S un conjunto convexo. Luego, f(x) es convexa (concava) en S si y solo si su
matriz Hessiana es positiva (negativa) definida o semidefinida ¥x € S.

Conjunto Convexo. El conjunto de punto S ©R" se define como convexo si ¥ x; A
X, €8S, el segmento de recta que los une estd enteramente incluido en S.

Propiedad I: si fR"—R' es convexa sobre R”, luego el conjunto de puntos S={x/f(x)
<b} donde b es un escalar cualquiera, es un conjunto convexo.

Propiedad 2: si f:R"6R" es concava sobre R”, luego el conjunto de puntos S={x/f(x)
>b} donde b es un escalar cualquiera, es un conjunto convexo.

Propiedad 3: sea f:R"— R, luego el conjunto de puntos S={x/f(x)=b} donde b es un
escalar cualquiera, es un conjunto convexo si y solo si f(x) es lineal.

Propiedad 4: La interseccion de dos o mas conjuntos convexos es otro conjunto
convexo.
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Region Factible Convexa: La region factible de un programa matematico es convexa
(es un conjunto convexo) si se cumplen las siguientes condiciones:

(1) Para todas las restricciones g;(x)< b;, gi(x) es convexa.

(2) Para todas las restricciones g;(x)>b;, gi(x) es codncava.

(3) Para todas las restricciones hj(x)=b;, h;(x) es lineal.

Estas son condiciones suficientes.

Conceptos de maximo y minimo local y global: Dada la f:S € R"-R' siendo S un

conjunto cerrado, se define:

1. todo punto x* €S y cumple la condicion f(x*)>f(x) ¥x €S define el maximo
global de la funcion en S.

2. todo punto x* €S y cumple la condicion f(x*)<f(x) ¥x €S define el minimo
global de la funcion en S.

3. todo punto x*€ Sy cumple la condicién f(x*)>f(x*+h) ¥ h=(hl,...hn) /| hj|
es suficientemente pequeiio % j=1,..n y (x*th) €8S, define un maximo
local de la funcion.

4. todo punto x* € Sy cumple la condicion f(x*)<f(x*+h) ¥ h=(hl,..hn)/ | hj|
es suficientemente pequefio ¥ j=1,..n y (x*+h)0S, define un minimo local
de la funcion.
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