WHA Matematica Superior Aplicada *

UTN

Optimizacion Multidimensional
no restringida

Prof.: Dr. Juan Ignacio Manassaldi

JTP: Ing. Amalia Rueda




MNYA Repaso

UTN

» Decimos que X* es un minimo local si:

x €S tal quef(x )(f(x +3)
» X* es un minimo global si:

f e s tal quef()_c*)(f(z)VE es
» Decimos que x* es un maximo local si:

x' €S tal quef(x'))f(x +3)

» X* es un maximo global si:
x eS8 tal quef(f))f()_c)V)_c e S
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» Si tenemos algun punto x* del dominio tal que: Zf(J_C) =
Entonces x* es un punto critico, esto es, puede ser:

1)  Un minimo local
2) Un maximo local
3) Un punto de ensilladura

0
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Aj, Ay, Az = Relative maxima
A» = Global maximum
B,,B> = Relative minima
f?f’ B = Global minimum ﬁ;"”
Ao Relative minimum
Aj is also global
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Serie de Taylor en una variabld: (X) -a A £ (>%)( X ')%)k
k=0 T\«

Aproximacion de primer orden:

f(x%)=1(%) +F'(%)(x %)

Aproximacion de segundo orden:

f(x%)=f(%) +'(%)(x %) =+"( x)(
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Serie de Taylor en multivariablef (X) = f(%,) 8 — d* f

Se define el diferencialde una funciorf como:

df(x)=4 & A(x -x)(x %), (X ¥)

i=1ji kE

Vv

r sumatorias

Parar=1:

YA (o uf (%, )
df (x)=a (x %)=

=1

f(x%)=f(%) €x %) f0x)

1
A &
p (%)
X
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Parar=2: d°f ( X) = a a(x -%). ( X

=1 | %




UTN

+(X - X s x X - '
(), %)= 2 (e b (O = S (o (7
Matriz Hessiana

wi(x) Bf(x) () (x- %)
X M X H 1K 1
wi(x) Bf(x)  Ch(x) (x- %)
SO T T
wi(x) Bf(x)  °A(x) (x- %)
LR L % W |

(- %), (x-%), — (x %) \ \
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Aproximacion de primer orden:

f(x%)=f(X%) €x %) Bx)

Aproximacion de segundo orden:

f(x%)=f(x) €x %) fOx) 2(+_>< ) 2 (B (x )
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f(x%)=f(x) {x %) fBx) 2(+X %) 2 A B)(x _¥)

f(x)=(2- %)’ 400(x, - )(12) Bf (x) §-2(1 200(100(22) x2) %,

&2+800* -40Qx,- x2) 40§, .
g Xo = &
a - 400x, 200 .5

O

f(x xo)—65 aex, e0.5 ﬂO Bl _13_ 1 8.5 dp2 é200 x aegO@
EASIEA o) B a T é& O
e U5 P A E G5 2o o0 x ZloY

. 1) e 51 o1 182 -200 OBe g
og_@08  |f(x)=65 {03 oJg " 0503 oh g o 4 _431

(DX D
MDXD~ (D~

)_( - -
0.6 f (X )—(1- 0.9° 400(0.6- 0.8)° 6.2
>+ 51 g1 182 -200 @0a
i(x? x)=65 4001 0.0 > 22F 001 001 L 7.
5 051 - (— Z") t ]1850 szf P - %00 200 -B.& %
* T8 .49 f(1<<2)):5.525501
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A La busqueda de linea nos permite encontrar el valor minimo (o
maximo) que toma una funcion sobre una direccion determinac
de busqueda.

A Para realizar la busqueda de linea sébfe necesitamos un valar
perteneciente al dominio de la funcidy una direccion de
busquedal.

A Partiendo del puntg? y utilizando la direccion en el espacio
podemos encontrar el valor minimo que toma la funciéon medial
una optimizacion unidimensional.

X=X +ad

Ecuacion de todos los puntos sobre la direccidiesdex?
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Ecuacién de todos los puntos sobre la direccidtesdex’:

X=X +ad

Para encontrar el valor minimo sobre esta direccidon se debe res(
el siguiente problema:

Min.

(420

iESs un problema de optimizaciéon unidimensional!
Solo debo encontrar &l que minimize

1))
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LA Blusqueda de lineaEjemplo o0
(X) =8x%° #x% 5%’
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o &4 el —_
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X =¢, d 3 X=X +ad
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Min 8(- 4

f(XO+ag

a) 4 4-4t 9 H &

400 a

200

-10 -5 0 5
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. . 0
X_e-4 ga 06 _ e-4{)63
— e
= &4 {24 e—4 0.4a
: 0
Min. f(z( +ag) f(x)=8%> #xX

Min f(a)=8( 4 8.6Q° 4 4-0.6 4 0.4)a

3x

6 4+0.4
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Ejercicio: Plantear el problema de busqueda de linea
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Los métodos que se han ideado se pueden clasificar en tres anlp
categorias segun el tipo de informacion que debe proporcionar g

usuario:

A Métodos de blsqueda directa, que utilizan solo valores de
funcion.
Metodo de una variable a la vez

A Métodos de gradiente (primer orden), que requieren
estimaciones de la primera derivada dg .x )

Descenso mas pronunciado

A Métodos de segundo orden, que requieren estimaciones de la
primera y segunda derivada é@e( .X )

Método de Newton
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A En el método de una variable a la vez, buscamos el minimo a |
largo de las direcciones paralelas a los ejes.

A Este proceso se realiza de manera iterativa hasta que no sea
posible una mejora en la FO.

A El método de optimizacion unidimensional elegido influye en ¢l
desempefio del método.

A Este método puede no converger y en algunos casos su
convergencia resultar muy lenta.

A Estos problemas se pueden evitar cambiando las direcciones|d
busqueda de una manera favorable en lugar de mantenerlas
siempre paralelas a los ejes de coordenadas.
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X1 DIR" d,,d,,...d; k 2

n?

\/
> )_((k) :X(k-l)

@ =min (3 va) o Raat

X(k) — X(k) _a* d STEP




A Una variable a la veEjemplo M

\
MMYa

Matematica Superior Aplicada

n.

o
Ko
4 —
/
/
3l / B
/ 2
8 / %
//
/ %
2 | N _
£
\ 2
E =3
o
1 [ \ -
\
\
P
. Cy .
S \
0l \ B
\ %
= o
>
.1 - \) N
% 8
|
7
£2
2 | B
v’)
P /
/
) &
31— @é’
4
o
Ko
-5




W i ]
IHA Una variable a la veZEjemplo

UTN

Min. f(x)=8x" #xX% %%’

k =
(0) —

[=X
=

[=X
N

X
e

1 i =1
4 .
34 a = Min. f(x(1)+ag1) - a=
¢ X
=& ¢ x?=x? ad - xM=g48s g
& j‘> e4a Og o4
_0 o | =2
—e u
el ¢
a =Min. f )_(()+ag2) - a 3.6
= X0 £° @ _ ) _21 o 08 p1 ¢
N L] — _ — —=
&4 X" =X" ad,- x €4 890 1870048
\ s Bf(x%)=272
&4 @ () (3 | (— f?
=¢, uX7 = & - Seqguimos!
&4 &4 }f(g(l)):72 C =€y
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k=2 1=1
wog ! a = Min f(X(2)+ad) - a=09
= §04 C\= =1

\ (2 — (2 2 _€1 @ 1e @0.1¢

el 9 = - = =
leéo“ X 2(( ad- x € 0.4 809 (€=U, 8
d, =4 ¢ =2

elu . ()

a = Min. f(g +ag2) a $.36

(2) — el .

X2 = (2) — 2 _ 29 _¢o1 0¢ ©0.1¢
- - _3'04 l( —l( 'agz X g_o4 30'36 12 _H_O og
(1) _e1l fa‘X(Z) @1 Tef(l((l) =l2 f? S -
X7 =6 0 = & - 1o€gulmaos

& 04 o~ -€.04 ’Il\f(l((z)):O.()?Zc . | g
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1=1
a=Min. f ()_((3) +ag1) - a =009

(3) — (3 €01 @ 1& ©0.08
X = ¥ “d- X =g 710.09 é=p &
&0 é 1o

: - = =1 = 044G 08 §-0.08
| =2

a=Min. f (1((3) +ag2) - a $.03¢

X = (3) — (3 €0.01 o e 0.
-7 oo x¥=x? 4&ad,. x9=£°° @0.0360;::8

(2 _€01 @ (3 @01 Tef(l((z) =0.072 6 0
= Tg004 (" §.004 %f(z(g))=o.007z iSigan!
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A Los métodos directo requieren solo valores de la funcion objeki\
para avanzar hacia la solucion.

A Los métodos directos son importantes, porque muy a menuda,
un problema practico de ingenieria, esta es la Unica informacip!
confiable disponible.

A Por otro lado, incluso los mejores métodos directos pueden
requerir un nidmero excesivo de evaluaciones de la funcion par
localizar la solucion.

A El item anterior, combinado con el deseo natural de buscar
puntos criticos, motiva a considerar métodos que emplean
iInformacion del gradiente.

A Se supone en todo momento qu&x), Bf (x) y &f () existen
continuas.
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A Todos los métodos que se presentaremos emplean un

procedimiento de iteracion similar, el nuevo punto se obtiene a

partir de una direccidon de busqueda:

X(k+1) — X(k) Jakgl(x(k))

x¥ : Estimacion actual de %

a’: Tamarfo del salto

d (l((k)): Direcciéon de busqueda en el espaftd

A En general se busca entonces encontrar el tamafio del salto &

direccion ded que minimiza el valor de la funcion objetivo
(busqueda de linea).

N
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A Supongamos que estamos en el purtdy deseamos

RSOUSNY¥AYIN £ RANBOOAsY RS

A A partir de la serie de Taylor, formamos una aproximacion line
a ( xpartirx® eliminando los términos de orden 2 y superiore

o) = 1(27) £x-x9) 82"

A Evaluando la aproximacion de la funcion objetivo en el siguier
punto (k+1) del proceso iterativo se llega a:

f()_((k+1)’2((k)) ( k)) '(X(k+1) X(k) E()ék))

A Suponemos que la aproximacion lineal representa a la funcior
por lo que:

F(x0) = £(x9) 4o x0) Ex¥)

S.

11

—
~




Matematica Superior Aplicada

Metodo del descenso mas pronunciado

UTN

A Por lo tanto, el cambio en la funcion objetivo corresponde a:

f( (k+1))_ f( (k)) :( (k+1) _ X(k) E(X(k))

A Siguiendo la estrategia de resolucién propuesta:

X=X e d(x) - ) =)

A Reemplazando en la expresion anterior:

F)- () =d(x) gat)

A Analizando, proponemos la siguiente direccion:

d(x¥)= - Bx")
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A Luego, reemplazando la direccion propuesta:

() 1) = 1B e
() 1) =] 1)

A El método mas simple basado en el gradiente consiste en toma
direccion opuesta del gradiente y filmarcomo un parametro fijo
POSItivo:

l((k+1) :2((k) -3 E(X(k))

A Esto tiene dos desventajas: la necesidad de hacer una eleccigr
adecuada para v la lentitud inherente cerca del minimo debidp
gue en esta zona el gradiente tiende a cero.
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A El Métododel descenso mas pronunciagmopone realizar una
optimizacion unidimensional para la eleccionaden cada
iteracion:

X(k+1) — 2((k) _a(k) E(X(k))

A Por lo tanto, en cada iteracion se debe resolver el siguiente
problema de optimizacion unidimensional:

A Este método es mas confiable que el método de gradiente sin|
pero la convergencia sigue siendo lenta para la mayoria de |0¢
problemas practicos.

—

D
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Ejemplo: Min. f (>_() = (Xl2 + X,

)_((k+1) :X( 3 E(X(k)) Df() @2

a=1 | .
| ¢ (1):@44|
X(O):gzq N gzol
X eZﬁ
) 7 L _€6.2
K0 =28 Y XU =e o
e e3.8
&
a=10°

(0) —

| <
|
RO
D~ el St e
|
R
=
00

11) {x %2

&2(x2+x, 41)(2%)+2(x
(¢ +% 49+2(x %’

v X(Z) e 343150
- - 38830

e- 74.003
= g 23.181

_ &2.703
= T 2204

7Y
x> 7)

7) 2x




1.5

1.5

2 _ 62.999989
X =&
= £.000025

tol =10°
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Min. f(x)=(x2+x% 11" {x %2 7

B (x) :22()(12+x2 11)(2x)+2(x %7 7)

R0+ x A+ 2(x % 7) (2x,)
-8

a =min f (5(0) - a Eﬁ(zé‘))))

X = X0 g gx0)
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x91 D1R™ B(x); k &

d= - gx")
a" =Min. f (X +ad) Iy
g oy O EEY
|
la"d| ¢ tol
_lsi
1 no

k=k 4 X=X
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A El gradiente negativo apunta directamente hacia el minimo so
cuando los contornos d& ( son circulares, por lo tanto el

gradiente negativo no es una buena direccion global (en geneye

para funciones no lineales.

A El método del descenso mas pronunciado emplea aproximaci
lineales sucesivas al objetivo y requiere valores de la funcion
objetivo y su gradiente en cada iteracion.

A Un avance es considerar el uso de informacion de orden superi

(derivadas segundas) en un esfuerzo por construir una estrat
de iteracidon mas global.

|0

DI

e




Método de Newton
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A A partir de la serie de Taylor, formamos una aproximacion
cuadratica d&i ( xsuponemos gque esta representa a la funcid

(9= 1(#°) fx- 2] E(_%”) fx ) ) (x )
- ) 2

A Se propone una secuencia de iteracion en la que el siguiente

punto, es un punto en donde el gradiente de la aproximacion ¢

cero.

i (l((k+1)) — dz((k)) 12 E(z((k))(l((kﬂ)_ 2((k)) 0

A Siguiendo la estrategia de resolucion propuesta:

l((;<+1):X(k) _akg(l((k)) \(Xkﬂ)_}(k)) _—ég(_)ék))

=




Método deNewton
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A Reemplazando:

Df (l((k)) + Bf( (k))a d( (k)) G Y d(x¥)= _( 25(2((;()))‘1 ﬂ@((k))

A Regresamos ka expresion origink

NN _?kg(_)ék))

Valor constante o por busqueda de linea

sz(l((k)) (k) _ fl()x(k))

o Direccic’)nNewtomanaa partir de
ccion Newtonli un sistema de ecuaciones linealeq
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Ejemplo: Min. f()_()=(>(12+><2 -11)2 -(X_[ *22 7)2

2(x2+x, A2 +2(x % 7}
—€ 2 2
E(x°+x, 11)+2(x % 7}2

bf (x)

D*f (x)

88X +4(x2+x, 11) 2 4x, 4,
—e

e

4%, + 4x, 2 48x" A x +x? 7)

a = 1 (constante)
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Método deNewton - Ejemplo

[

A

Matematica Superior Aplicada

I\
-4

>

) =[3.584428 - 1.848176

tol =10°

Y X
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A El método de Newton minimizara una funcién cuadratica (desc
cualquier punto de partida) en exactamente un paso.

A La experiencia ha demostrado que el método de Newton puec
ser poco confiable para funciones no cuadraticas.

A Es decir, el paso de Newton a menudo sera grande cudhidsté
lejos de x*, y existe la posibilidad real de divergencia.

A Es posible modificar el método de una manera légica y simple
asegurar el descenso agregando una busqueda de linea come
metodo del descenso mas pronunciado.

2" =min f ()_((k) +akg) sz(l((k))g (k) — ﬂ()X(k))

€

)




im Método deNewton
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A El método de Newtowon busqueda déneaes confiable y
eficiente cuando la primera y la segunda derivada se calculan
manera precisa y economica (desde el punto de vista
computacional).

A La mayor dificultad es la necesidad de calcular y resolver en ¢
iteracion el conjunto de ecuaciones lineales que involucra el
termino de la matriz Hessiana.

a



Método deNewton
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XOT DR B(x); H(Xk)); <7

D*f (x¥)d(x¥) = -px¥)  sEL
a’ = Min. f(Z(k) +a—j)
K = ¥ g g N
| Your | 7Y/
e
Ha*g”d:tol
_lsi
! no

k=k 4 -

>
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Ejemplo: Min. f()_()=(x12+><2 -11)2 -(X_[ *22 7)2

e2(x?+x, A1)+ 2x % 7)
T Gl 2ol w9

Bx,” +4(x7+x, 11) 2 4% A,
e

P2f (x) =
¥ 8 4x, +4x, 2 48%° A x+x’ 7

T
1((0) = [2 2] Marcar la respuesta correcta

_25.92683 g - 6.23863 g 6.2386:
d Q u d = g u 9 = s .

2.56098 |1 £34867 g - 38486
] (] (]
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At N2 I NI Yunddngd yaS@Sal NAFa Sy f ||

A Manejar las incognitas como un Unico vector.

o

A Tener una buena implementacion de los algoritmos de busque
unidimensional.

A VI 0dz2SYy Il KSNNI YA Sfynitioné S § dASINA.
busqueda de linea.

+2f @dSY24a I hLIGIAYAT I OA s
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[ X% %/ X< % <>s]
v

{e;tremo dela parabola que pasa prr (%)) (%, (%)) (% f( %))J

no

(% =%% %% %




im Busqueda de linea con MIPS
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Min. f{x" +ad

Funcién a minimizar Solucién actual Tamano del salt Direccion de busqueda
f:R"- R xR al R di R

ObjetIVO de la busqueda de linea




Busqueda de linea con MIPS
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" a )

4
extremo de la parabola que pasa por:

(6 ad). (ai(e +.a) o( walt df

|

a, extremc]
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A Busgueda de linea epcilabcon MIPS
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function alfaslinesearchMIP®un, xk, d, a_0

xl=a O ; Ix1 =fun(xk +x1*d);
x2=a (O fx2 =fun(xk +x2*d);
x3=a 0 ; IX3 =fun(xk +x3*d);
for i=
A=x1"2 x1
X227 X2
x3*2 x31];
b=[fx1
fx2
fx3];
xX=A\b;
XA=-XX(2) (2 xx(1));
if (X4-x3) <
alfa=x4;
end
X1=x2; X2=X3; X3=x4;
fx1=fx2; fx2=fx3; Ix3=fun(xk + x3*d);
end
If i==
alfa=];
end
endfunction
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Método de Newton
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Si
® x**Y es un extrem]

no

| k=k & |
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Min. f Xk +ad

Funcién a minimizar Solucién actual Tamano del salt Direccion de busqueda
f:R"- R xR al R di R

ObjetIVO de la busqueda de linea
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Método de Newton
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2% es un extrem]
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BUsqueda Lineal eacilabcon Newton
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f '(l((k) + g) :df (X;k)+ad)
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function alfa=linesearchMNFun, Grad Hess xk, d,a 0
a=a
for i=
fp =Gradxk +a*d)™* d;
fpp=d*Hesgxk + a*d)*d,
a=a-fp/fpp;
If (fp/fpp) <
alfa=a;
break
end
end
Ifi==
alfa=[];
end
endfunction
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Min. f(l():()(l2+x2 _11)2 '(Xl : 7)2
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function f=fun(x)
f=(xX(1)"2 +x(2) - 1D"2 + (X(1)+x(2) 2-7)2
endfunction

function Gf=gradf(x)
Gf(1,1) =2* (X()"2 + x(2) - 11)* (2*x(1)) + 2* (x(1)+x(2)"2-7)
Gf(2,1) =2* (X()"2 +x(2) - 11) + 2* (X(1L)+x(2)"2-7)* (2* x(2))
endfunction

function H=hess{x)
Hf(1,1) = 2*(2*x(1))* (2*x(1)) + 2* (x(1)*2 + x(2) - 11)*(2) + 2
Hf(1,2) = 2* (2*x(1)) + 2* (2* x(2))
Hf(2,1) = 2* (2*x(1)) + 2* (2* x(2))
Hf(2,2) =2 + 2* (2*x(2))* (2* x(2)) + 2* (x(1)+x(2)*2-7)* (2)
endfunction
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x1=linspac€-5,6, );
x2=linspac€-3,4, );
for i=1:length(xl)
for j=1:length(x2)
Z(1,))=fun(x10);x24)1);
end
end
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