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Una ecuacidn diferencial ordinaria (EDO) corresponde a una expresion de la forma:

- X’f(x)’df(x)’olzf(x) | d"f (x)

. =0
dx dx? dx"

Luego, si Y = f(X)

variable independiente

variable dependiente

n primeras derivadas de la
variable dependiente

respecto de la independiente
La denominacion de “ordinaria” se debe a que solo existen
derivadas totales. Es decir, una sola variable independiente.
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Expresion implicita:

F (x, Vv,V y" ..., y”)

Expresion explicita:

0

Y = (Y YY)
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F (X Y.y, y"en Yy ) =0

Orden: maximo orden de las derivadas presentes en la ecuacion
diferencial.

Grado: grado algebraico de la derivada de mayor orden presente en
la ecuacion diferencial.

Lineal: la variable dependiente y todas sus derivadas aparecen en
términos lineales dentro de la ecuacion diferencial.

No Lineal: |a variable dependiente y/o alguna de sus derivadas
aparecen en términos no-lineales dentro la ecuacion diferencial.
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Ejemplos:
y'—cos(wx)=0
y"+k’y =0

EDO lineal de 1ler ordeny ler grado

EDO lineal de 2do orden y ler grado

3
( y ") — ny l—I— y — O EDO no lineal de 2do orden y 3er grado
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F (X Y,y y" e y")=0

Diremos que una funcion y: [a, b] € R — R es solucion de la
ecuacion diferencial si se cumple que:

* Existe la derivada n-ésima de y en todo punto del intervalo|a, b]
o (x,y(x),y'(x),...,y™"(x)) € R**? para todo x € [a, b]

 F(x,y(x),y'(x),..,y™"(x)) = 0 paratodo x € [a, b]




VIC A .,
. Introduccion n

Matematica Superior Aplicada

Para encontrar y(X) (solucidn) es necesario efectuar n integraciones,
lo cual implica que deben aparecer n constantes arbitrarias. Entonces

puede aceptarse que:

Y =0(XC,Cp Gy, )

es la solucion de la ecuacion diferencial.

Dependiendo como se elijan estos valores o constantes para
particularizar una solucion, distinguimos dos tipos de problemas:

1. Problema de valores iniciales

2. Problemas de valores de contorno
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Se define problema de valores iniciales o de Cauchy al

problema de la forma:

Y(a) = U

(F(x, Y, y',y",...,y”):O x€la,b]
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Se define problema de valores iniciales o de Cauchy al

problema de la forma:

-

Y(a) =

y" = f (X, Y. YL Y yn_l) X e|a,b)]
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El problema de valores iniciales para una EDO de primer

orden corresponde a:

\y(a):“o

\y(a):“o

f(Xx,y,y)=0xe[a,b]

y'=1f(xy)xe[a,b]

Forma Implicita

Forma Explicita




ng

Matemadtica Super

Introduccion

UTN

Las EDOs de orden n se pueden transformar en n EDOs de ler orden
mediante un cambio de variables:

y' =

y
yI:yl
Y=Y, =Y =Y,

Y'=Y =Y, Y =Y | ]

yn_l - yln—2 — yn—l
yn = yln—l

f(xy, YLy’

| yn—l)

EDO original

ryln—lz
y' =Y
Vi =Y,
Y, =Y,

yn2

f(X’ y1 yl’yZ""

ynl

yn—l )

Nos interesan los métodos para

resolver EDOs de ler orden

Sistema de n EDOs de ler orden equivalente
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Un sistema de EDOs es una expresion de la forma:

F (Y Y Yo Yoo Y V' ) =

0
F (X, Y Y5 Yo Yoo Y ¥ ' ) =0

Fo (X Y0 Y 1 Yo ¥ s Y ¥ ) =0
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Estamos interesados en aquellos sistemas de ecuaciones
diferenciales en los que podemos despejar la primera derivada de
cada una de las funciones incognita, es decir, sistemas de la forma:

ryll — fl(X’ yl’yZ""1ym)
ylz — fz(x1 y11y21---’ym)

V' = Fo (% Y1 Yoreos Y )

.
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Problema de Valores de Contorno:

 Deben establecerse condiciones en todos y cada uno de
los puntos que constituyen la frontera del dominio.

* En el espacio o dominio unidimensional hay dos puntos
frontera, en Xx=a y Xx=Db si el dominio es el intervalo
cerrado [a,b].

 Elorden minimo de una EDO para un problema de
valores de frontera es n=2.
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F (XY, Y,y Y ) =0

La solucion puede obtenerse de dos maneras:

* Analitica (exacta): Se obtiene la ley funcional o expresion

analitica de la funcion en el intervalo.

* Numeérica (aproximada): Se obtienen valores que toma
la funcion dentro del intervalo.
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* Evaluacion explicita de f(X,y(x)) y sus derivadas.

e Avance paso a paso en el tiempo sin utilizar
procedimientos iterativos.

e Métodos mas difundidos:
e Euler

* Runge — Kutta de 4to. orden
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Ventajas

* Sencillo

* Programacion rapida

* Bueno para h del orden< 0,1

Desventajas

* Dada su inexactitud suele tener limitaciones en algunos
problemas practicos.

* |nestabilidad para AX grande
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Y (X)A

Vi

y(xy)

Recta tangente

— No conocemos
la funcion y(X)

y'=f(xY)

>
X0 X X

No se conoce la funcién y pero conocemos su derivada
¢Como se podemos estimar el valor de la funcion en x;?
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Algoritmo:

Y (X)A

Vi

y(xy)

Error

Via =Y+ 1 (Xi’ Yi)AX
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Yo =1

Ejemplo: dy

N7 , ..
IHA Método de Euler (explicito)
dx R
X=0->y=1
AX=0.5

Y = Yo+ (X5, Yo)AX
y, =1+(~1)0.5=0.5
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Ejemplo: dy
_:_y
dx
X=0—>y=1

Ax=0.1
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Ejemplo: dy
— — _y
dx
Xx=0—->y=1
AX=1.5
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e Balance materia global de un sistema dinamico:

Flujo de masa que Flujo de masa que | velocidad de variacion
Ingresa al sistema abandona el sistema | | de la masa dentro del sistema

Las unidad de esta ecuacidon es masa/tiempo

* Balance materia por componentes de un sistema dinamico:

Flujo de moles Flujo de moles velocidad de formacion velocidad de variacion
del componente i — del componente i +| de moles del componente i |=| de moles del componente i
gue ingresan al sistema | | que abandonan el sistema por reaccion quimica dentro del sistema

Las unidad de esta ecuacion es moles/tiempo

Ambas ecuaciones pueden expresarse en masa/tiempo o
moles/tiempo mediante una apropiada conversion
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Hipotesis:

Sistema adiabatico
Densidad constante

No hay reaccion quimica

Se desprecia la evaporacion
Tanque cilindrico

RY:

&%)




v . . . . .
ML’A Tanque abierto con flujo de salida gravitatorio

UTN

* Balance de materia en el tanque: Acumulacion = Entrada — Salida

HOLDUP de materia
dM M — Masa de fluido dentro del tanque
=M, —M m, — Flujo masico de entrada de fluido

W e S

m, — Flujo masico de salida de fluido

M =pV =pAnh )ddM :,OAF% _lE
t ,/ dt

dh O Cte
pATE:me_ms ArCte

h()

L
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E — Caudal volumetrico de entrada
S — Caudal volumetrico de salida

m. = pAv A, — Area de salida del tanque
S > v, — velocidad de salida del tanque

Bernoulli en la superficie y salida:

2 2 ...............................................
%+7’h+p9h=v‘°‘p+ﬂ+%ﬁs
2 h, =0

v, =0
2

pgh = VSZ'O >V, =./2gh
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dh

Luego: pAT__ m, —m;

dh
RA s

Finalmente:

= pE— pAv, = RE - RA\/2gh

dh E Sah
AT__E A‘s\/ﬂ dt 29

t — Variable independiente (tiempo)
h — Variable dependiente (altura)

t=0— h=h, (problema de valor inicial)
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dh E
— /2
dt n

function f=EDO1(t, h, E, At, As)
g=-.9;
f=E/At - As/At*sqrt(2*g*h);

endfunction
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Ejemplo practico: | P

e Vaciado del tanque (E=0) -
e Alturainicial del tanque: 4 m
 Diametro del tanque: 1 m

h(t)
e Diametro de orificio de salida: 0.0508 m

 Tiempo final 320 segundos

s

2 2 2 2

dh DS dh "
2 __ s J20h — =-25806%x10"°,/2gh
dt D’ ) dt )




N/ : . . . .
um Tanque abierto con flujo de salida gravitatorio

UTN

Solucidén Utilizando el método de Euler:

X — Variable independiente
Vo =Y, + | (Xi Y, )AX y — Variable dependiente
AX — Incremento o salto

_—Y

dh 3

s =-2.5806x107",/2gh
X f(x,y)

h,, =h + f (t,h)At
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Solucion Utilizando el método de Euler (At=10 seg):
| |t h f
0/ 0 4

f (t,h)=—-25806x107,/2gh
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4.5

LN
AN

0 50 100 150 200 250 300 350
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Dt=1;
At=%pi*Dt*Dt/4;
Ds= ;
As=%pi*Ds*Ds/4;
E=0;

dt=

tf= ;

t=0-dt tf;
h_0=4;

h(1)=h_0;
for i= (t)-

h(i+1)=h(i) + dt*EDO1(t(i),h(i),E,At,As);
end
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Meétodos Taylor de orden superior fn

Una manera de reducir el error con el método de Euler seria
incluir términos de orden superior en la expansion de la serie de
Taylor para la solucion. Por ejemplo, al incluir el término de
segundo orden

V()= (%) +Y (%) (x=%)+ 5 Y (%) (x =%,
V() =Y (%) + () (% =)+ ¥ (%) (% =%,

y(%)=Yy(X )+ y'(xo)Ax+%y"(xo)Ax2

y'=f (X,y) EDO

1 .
y(xl):y(x0)+f(xo,yO)Ax+§f (%o, Yo ) AX?
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1 ..
V(%) =Y (%) + F (X0, Yo ) Ax+ 2 (%, Yo ) AX°

* Aunqgue la incorporacion de términos de orden superior es simple
para implementarse en los polinomios, su inclusion no es tan
trivial cuando la EDO es mas complicada.

* Las EDOs que estan en funcion tanto de la variable dependiente

como de la independiente requieren de la derivacion usando la
regla de la cadena.

. of (X, of (X,v¥)d
N

ot (xy) o (xy) dy} a{81‘(><,y)+5f(><,y) dy}
.. OX oy dx OX oy dx|d
f (X’y): OX M oy di
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dy

— =X+ (0)=1
dx o
f(X,y)=x+y

f(xy)=1+y'=1+x+y
f(0,1)=1 f(01)=2

1.
Y00 =00+ £ (3 3o) 05 21 (176
y(Xl):l-FlAX—F%ZAXZ

V(X)) =Y(%)+(x + yi)Ax+%(1+ X; + Y, ) AX®
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* Los métodos Runge-Kutta introducen varios parametros a
determinar, y hacen un promedio pesado de la funcién f(x,y)
evaluada en diferentes puntos.

* Son mas precisos que los métodos de Euler.

* En general los métodos Runge — Kutta tienen algoritmos de |la
forma:

yi+1 — yi _I_@AX
/

 Segun se defina el incremento tenemos R-K de 29, 32 0 42 orden.

Incremento
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* Dada la siguiente EDO: yI — f (X1 y)

* Runge-Kutta de 2do orden corresponde a:

yi+1 — yi +@AX

Donde:
D =Kk,
k1: f(xwyi)

K, = f (X5, Y; +0.5AxK, )




v, ,
IHA Método de Runge-Kutta

UTN

=k,
Yia =Y +JAX K= f(Xi,yi)

Ky = (X0 Y; +0.50%K;)
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* Runge-Kutta de 3er orden corresponde a:

yi+1 — yi _I_@AX
Donde: @:%(k1+4k2+k3)
k1: f(xi’yi)

K, =T (Xi+0.5’ Yi +O.5AXk1)

K, = T (X, Y, +2Axk, — AxK, )
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* Runge-Kutta de 4to orden (mas difundido) corresponde a:

1

S ==(k, +2k, + 2k, +k, )
Donde:6
k1: Xi’yi)
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Solucion Utilizando Runge-Kutta de 4er orden :

%:—2.5806x10_3 2gh —>1:(t,h):—2.5806><10_3 2gh

h,,=h +JAt & :%(k1+2k2 + 2k, +K, )

k, = T (t;,hy) K, = f (t.05, 0 +0.5Atk, )

Ky = f(t.05. 0 +0.5ALk,) Kk, = f (t,,,h +Atk,)
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i [t h K, K, k| K,
010 4 | |
Hi \ @=E(k1+2k2+2k3+k4)
Ejemplo para t=0 (i=0): , 6

|h, =h, + At
f (t,h)=-2.5806x10",/2gh
k T f (t| ) h| ) —> k — f )

f (05, N +0.5Atk; ) >k, = f(0.5,4+0.5x1xk)

K,
K, t

(0,

( (

f (.05, N, +0.5AtK,) —k, = f (0.5,4+0.5x1xk,)
f(t, h+Atk;) >k, =f(14+1xk,)
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=T (t,h) Ky =T (g5 h+0.5Atk )

K = T (05, +0.5ALK, ) Kk, = f (t;,,, h +Atk;)
h(1)=h_0;
fori= (t)-

k1 = EDO1(t(i) . h(i) ,E,At,As);
<2 = EDOL(t(i)+0.5*dt , h(i)+0.5*dt*k1 ,E,At,As);
k3 = EDO1(t(i)+0.5*dt, h(i)+0.5*dt*k2 ,E,At,As)
<4 = EDO1(t(i)+  dt,h(i)+  dt*k3,E,At,As);
delta = (1/6)*(k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4);
h(i+1) = h(i) + dt*delta;
end

4
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im Meétodos Implicitos de Resolucion de EDOs

* El avance se realiza paso a paso en el tiempo pero
se realiza un proceso iterativo para dar por

finalizado el paso.

e Métodos mas difundidos:
* Euler implicito

e Euler-Gauss
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Algoritmo: yi+1 — yi T f (Xi+1’ yi+1)AX

2.5

1.5

0.5

_—<§\\\ K//////;7—_

h1 Se debe iterar hasta cerrar la igualdad

Valor definitivo del dh

, . an_ 3
\l) Euler explicito proximo punto dt 2.5806x10 Zgh

h,, =h+f(t,,,h, ) At

i+17 i+l
h,=4m

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 At:lzoseg
iteraciones

h , =h —2.58064x10°,/2gh At
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h,, =h+f(t,.h

i+17 "+l

function h1=EULERIMP(h1)
)At f1=EDO1(t1,h1,E,At,As)
hl = h0 + f1*dt;
endfunction

)_

h(i+1) = h(i) + dt*EDOL1(t(i),h(i),E,At,As);

h(1)=h_0;

for i= (t
t1 = t(i) + dt;
hO = h(i);

h(i+1) = wegstein(EULERIMP,h(i+1), );

end
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Algoritmo: AX
y|+1 yl +7|:f (Xi’yi )+ f (Xi+1’yi+1):|
\ Se debe iterar hasta cerrar la igualdad /
Analisis:
yl yi AX
y|+1_ 2 + 2 + 2 |:f (Xi’yl )+ f( i+1 y|+1)]
1 ]
Yii :E[ y; + f (Xi’ Y, )+ y; + f (Xi+1’ Yi+1)_]
Euler explicito Euler implicito
dh

— =-25806%x107%,/2gh

dt
h.=h +§( 2.58064x10°°,/2gh, —2.58064x10"°/2gh, , |
2
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function h1=EULERGAUSS(h1)
At f1=EDO1(t1,h1,E,At,As)
h,=h +?[ f (ti h )+ f (ti+1, hi+1)] f0=EDO1(t0,h0,E,At,As)
h1l=h0 + (f1 + fO)*dt/2;
endfunction

h(1)=h_0;
fori= (t)-
h(i+1) = h(i) + dt*EDO1(t(i),h(i),E,At,As);
tl = t(i) + dt;
hO = h(i);
t0 = t(i);
h(i+1) = wegstein(EULERGAUSS,h(i+1), );

end
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d 2

Y _(1+t) Iny

dt

« Identificar la variable independiente y dependiente.
* Resolver en el intervalo [0,1].

» At=0.1e y(0)=1.1.




Ejemplo Tanque Esférico

22.16 A spherical tank has a circular orifice in its bottom
through which the liquid flows out (Fig. P22.16). The flow
rate through the hole can be estimated as

Q.= CAV2gh

where Q., = outflow (m’/s), C = an empirically derived
coefficient, A = the area of the orifice (m*), ¢ = the gravita-
tional constant (= 9.81 m/s?), and i = the depth of liquid in
the tank. Use one of the numerical methods described in this
chapter to determine how long it will take for the water to flow
out of a 3-m diameter tank with an initial height of 2.75 m.
Note that the orifice has a diameter of 3 cm and C = 0.55.

UTN

Chapra, S.; Canale, R. Numerical Methods for Engineers, Sixth Edition; McGraw-Hill, 2009.
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dM
F :h% — Moy
M=,0V=,0%77H2(3r—H) :
M =,0V=,0£7ZH23I’—p17zH3 T
3 3 ST
e =,0£723r2H d—H—pEﬂgH , dH
dt 3 dt 3 dt
dM dH dH

— = pr2H — - prH* —
dt P dt P dt
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dM dH dH
— = prr2H — — prH* —
a7 o T Tae
dM dH
2rH —H
dt - ( )dt 1
mout = IOQout = IOCA\lng l ST
D2
A J29H
dH D °
2rH —H o /2qgH
pr( )dt g NI
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D’
dH =y VIO
dt  (2rH -H?)
C:0.55
D, :0.03m
r:1.5m

UTN

]

TN

dH  -1.2375x10y/19.6H
dt (3H —H?)
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Solucidén Utilizando el método de Euler:

h.

t

f(t,H,;)

f(t,H)=

~1.2375x107*/19.6H

(3H -H?)
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function y=f(H)

y=- *sqrt(19.6*H)/(3*H-(H"2));
endfunction

H(1)=2.75;
t(1)=0;
dt=1;

i=1;

while H(i) >

H(i+1) = H(i) + f(H(i)) *dt;
t(i+1) = t(i) + dt;

i=i+1;
end

plot(t,H)

tiempo=t(i)/ mmm) 7 08 horas
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F

e

LIC
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F

e

hmax
z

“““““““““““““““““““““““““““““““““““““““““““““““““““““““““““““““““““ hmin
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Hipotesis: )
e Sistema adiabatico

* Densidad constante
* No hay reaccion quimica h
* Se desprecia la evaporacion

* Tanque cilindrico l r

e Control on/off mediante un flotante
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F,
* Balance de materia en el tanque: $ v

n (E)A
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e Caudal de entrada: F.
( / ;’FS F,
SI hi 2 hmax Zg - h,
Fei 3 si h. . <h<h__ -
N S| hi < hmin F [N
E\
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Ejemplo practico:

e Alturainicial del tanque: 0 m (vacio)

 Diametro del tanque: 2 m

 Diametro del orificio de salida tanque: 0.0508 m

* Caudal de entrada al activarse la valvula: F=0.025 m3/seg

=55m
F

e

* Rango del flotante: h,.. =4.5my h

max
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0 I I I I I I I I 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
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Control de nivel con un flotante (caudal de salida vs tiempo)

UTN
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A

Control de nivel con un flotante (caudal de entrada vs tiempo)
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A

Balance de energia en sistemas dinamicos
UTN

e Balance materia global de un sistema dinamico:

Calor que ingresa al sistema
por conduccion, radiacion y/o reaccion

[ velocidad de variacion de la energia |
=| interna, cinética y/o potencial
| dentro del sistema

| Flujo de energia 1 [Flujo de energia |
Interna, cinética y/o potencial Interna, cinética y/o potencial
que ingresa al sistema - que abandona el sistema

| por conveccion o difusion | | por conveccion o difusion |

[ Trabajo realizado por el sistema
}— sobre sus alrededores
| (Trabajo de Eje 0 mecanico y PV)

N\

Las unidad de esta ecuacion es energia/tiempo




WV C A Ejemplo: Tanque abierto con flujo
L Aweh de salida gravitatorio y calentamiento AN

Hipotesis asumida: a
e Densidad constante - 1 -
(D)

* No hay reaccion quimica

* Se desprecia la evaporacion

* Tanque cilindrico heo

e Altura inicial conocida

 Temperatura inicial conocida

o

* Liguido perfectamente mezclado |

e Se supone constante la temperatura de
la camisa de calentamiento

e Calor especifico del fluido constante




igA Ejemplo: Tanque abierto con flujo
el de salida gravitatorio y calentamiento AN

HOLDUP materia del tanque

e Balance de materia en el tanque: | m m
E S

dt N

Flujo masico de cada corriente

dh
pAra:mE_ms

—lE

i s
@

dt - A A h(t)

e




VIO A Ejemplo: Tanque abierto con flujo
A h de salida gravitatorio y calentamiento AN

* Balance de energia en el tanque: Las propiedades de salida son

HOLDUP de materia ., .. L
/ idénticas a la del interior del tanque
/ \
dM (U +K J%) =Q+mg (U, +kE ¥ )—mg (U + K+$§)+mEPEVE —m¢P,v

dt

dMU

T =Q+m (Ug +P.ve)—mg (U +Pyv)

dMU
d— :Q+mEHE _msH Para liquidos el termino Pv es

L despreciable frene a U por lo

dMH qgue se sigue la evolucién de la
T — Q +m H e — Mg H entalpia del sistema

MH — Entalpia total del fluido dentro del tanque
m,H, — Entalpia total de entrada de fluido

m,H, — Entalpia total de salida de fluido

Q — Calor que ingresa por la camisa




igA Ejemplo: Tanque abierto con flujo

de salida gravitatorio y calentamiento AN
MH
d =Q+mcH -m.H
dt
dM dH
—H+M—=Q+mH. —m,H
- ™ Q+mgHg —mg
dM dh
M=pV = h— = —
PN =phA PR
me = pk:
ms = pFs = pA{/29h
dh dH

P A EH +pAThE=Q+pFEHe—pA5 2ghH




igA Ejemplo: Tanque abierto con flujo
itica Superiorma*ada

de salida gravitatorio y calentamiento AN
S
PA %H +pArhdd—|;|:Q+pFEHE — pA.\/29h H
H=f (T)

Q = Constante o ley funcional

2 EDOS
2 Ecuaciones Algebraicas




Ejemplo: Tanque abierto con flujo
de salida gravitatorio y calentamiento AN

Matematica Superior Aplicada

pAr/—H +pArh——Q+pF H. —pA20h H
dh FE \/E

dt

pAr(i': —ﬁ\: \/ﬁjH +pATh%—T=Q+pFEHE - pA2gh H

H=cp (T —To) cp — Calor especifico del fluido
dH = cp dT T, — Temperatura inical tomada como referencia




igA Ejemplo: Tanque abierto con flujo
A h de salida gravitatorio y calentamiento AN

pArLZi —ﬁ: @jH +pAThZ—T=Q+pFEHE - pA+J2gh H

PA [%—%\/ﬁ]cpﬁ —TO)+pATth%—I=Q+pFECp(TE ~T,)— pA2gh cp (T -T,)

La temperatura de salida corresponde
a la del fluido dentro del tanque

Q= UAL (T _T ) U — Coeficiente de intercambio de calor
T. — Temperatura de la camisa de calentamiento

AL = Ar + 7TDT h A, — Area de contacto del liquido con la camisa

PA (FE _i\/ﬁ]cp(T —To)+pATth?j—I

A
=UA, (T,-T)+UzD:h(T,-T)+ pFcep(Te =T, ) - pA~/2gh cp (T -T,)




atematica Superior Aplicada

Ejemplo: Tanque abierto con flujo

de salida gravitatorio y calentamiento AN

A

pATL—E——\/E]CD T-T,)) +pATth—

=UA, (T, =T)+UzD;h(T, =T )+ pFecp(T

UA

dT

E —TO)—,OAS\/Zgh Cp(T _To)
UzD.h

dt_pAThcp(TC_T) pAh CP(T )
e o
T

Zh(T 7)) A:-\T_\/\; T _ELE_&@}T -T,)




igA Ejemplo: Tanque abierto con flujo
el de salida gravitatorio y calentamiento AN

Sistema de EDOs obtenido:

dh F. A 2 EDOS
——E_"5 [2gh

A AN

dT U 4U

dt ohcp (TC_T)JF,ODT cp (T.-T)

t — Variable independiente (tiempo)
h — Variable dependiente (altura)
T — Variable dependiente (temperatura)




igA Ejemplo: Tanque abierto con flujo
A h de salida gravitatorio y calentamiento

UTN

f(t,T,h)= ¢ —:‘: J2gh

A
f,(t,T,h) = p;’cp (T —T)+pé:JCp (T.-T)
|:E A\S\/E 1 |:E AS
LR R (e LS
"dh
—=f,(t,T,h)
o
E: f2 (t,T,h)




igA Ejemplo: Tanque abierto con flujo
A h de salida gravitatorio y calentamiento

UTN

Ejemplo practico:
 Caudal constante de alimentacién (F;=0.01 m3/h)

* Alturainicial del tanque: hy=0.1 m

* Diametro del tanque: D=1 m _

* Diametro de orificio de salida: D= 0.0508 m
 Tiempo final 800 segundos

* Densidad del fluido p=1000 kg/m3

* Temperatura inicial T;=283.15 K

h(¥)

e

le,

* Temperatura de alimentacion T;=283.15 K

* Temperatura de la camisa T.=373.15K
* Calor especifico del fluido cp=4.2 kJ/(kg K)
* Coeficiente de intercambio de calor U=1 kW/(m? K)




Ejemplo: Tanque abierto con flujo

UTN

de salida gravitatorio y calentamiento

14
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Ejemplo: Tanque abierto con flujo

de salida gravitatorio y calentamiento

UTN
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Matematica Superior Aplicada

Ejemplo: Tanque abierto con flujo
de salida gravitatorio y calentamiento

-
5555555

222222

222222
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A Modelos simples de valvulas

Matemadtica Superior Aplicada UTN

e Las valvulas de control son conceptualmente orificios de area variable.

* Se las puede considerar simplemente como una restriccion que
cambia su tamafo de acuerdo a un pedido por parte del controlador u

operador.

e Al pasar un fluido por una restriccion , la formula (para liquidos) que
vincula el caudal con la diferencia de presion entre la entrada y |la

salida es:
Q — Caudal volumetrico que atravieza la valvula

AP AP — Diferencia de presion a traves de la valvula
o p — Densidad del fluido
k — Constante del orificio

Q=k

- |AP
Q=Kk,/[— G — Gravedad especifica del fluido

G
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Matematica Superior Aplicada

A

Modelos simples de valvulas
UTN

* El predominio historico de los fabricantes de valvulas en Estados
Unidos ha llevado a que las caracteristicas de las valvulas se den a
menudo en unidades estadounidenses.

* Para gases suele utilizarse la misma ecuacion pero utilizando la
gravedad especifica referenciada al aire y el caudal expresado de

forma estandar.

AP
=N

AP

C, =1.15K,

Q — Caudal volumetrico que atravieza la valvula [US gpm]
AP — Diferencia de presion a traves de la valvula [psi]
G — Gravedad especifica del fluido p/ g [adim]

C, — Coeficiente de la valvula para agua a 60 °F

Q — Caudal volumetrico que atravieza la valvula | m*/h |
AP — Diferencia de presion a traves de la valvula [bar |
G — Gravedad especifica del fluido p/ g [adim]

K, — Coeficiente de la valvula para agua a 60 °F




W ) )
ML’A Tanque abierto con descarga regulada por una valvula

UTN

Hipotesis

Sistema adiabatico

La densidad es constante
Evaporacion despreciable
No hay reaccion quimica

Tanque cilindrico

—lE

h(t)
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ML’A Tanque abierto con descarga regulada por una valvula

UTN

* Balance de materia en el tanque:

dM dM dh
—=m. - M= pV = h — -
dt Me — 1, P =PRI dt ijT dt
dh O Cte
'OAT_:me_ms A, cte

at
dh e
pA — = pE—pS

dh 0
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ML’A Tanque abierto con descarga regulada por una valvula *
Matemitica Superior Aplicada AN

dh
A —=E-S
dt

S=C,JAP/p —»S=C, (P -P)/p

S=C, (R, +%gh-PR) /¥ -

dh_E_C /o
d A A
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ML’A Tanque abierto con descarga regulada por una valvula

UTN

Ejemplo practico:

* Caudal de entrada (E=0.25 m3/seg)

* Alturainicial del tanque: 4 m
 Diametro del tanque: 1 m

e Cvdelavalvula de descarga: 0.0316 m?

—lE

h_E_C 1

dt AT AT h(t)
t=0—->h=4m ° s
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,A Tanque abierto con descarga regulada por una valvula

Matematica Superior Aplicada

UTN

h [m]

6.5

55

4.5 A

35

66“ oo

t[s]




W
um Tanque abierto con entrada y descarga regulada por valvula

Matematica Superior Aplicada UTN

Hipotesis
e Sistema adiabatico

e La densidad es constante
h(t)

E Lok LS

* Presion de entrada y de salida conocidas

* Evaporacion despreciable

* No hay reaccion quimica

* Tanque cilindrico




\./ _
MGA Tanque abierto con entrada y descarga regulada por valvula

UTN

* Balance de materia en el tanque:

iCuidado!: Solo para densidad

y area transversal constante
dh o
A —=E-S
dt
£k K-S

E=C, (PE_Pf)/p >=Cy, (Pf_PS)/'O

E=C, (PE _Po_pgh)//) S =CV2\/(PO+pgh—PS)/p

dh
A =Cu(P- =R~ pgh)/p =Cy\[(R + pgh =P/




\./ _
MA Tanque abierto con entrada y descarga regulada por valvula

UTN

Ejemplo practico:

* Alturainicial del tanque: 4 m
e Didmetro del tanque: 1 m h(Y)
 C, yC,,delasvalvulas: 0.0316 m?

£ S
+ Densidad del fluido: 1000 kg/m? NS SNEES

* Presidén en la superficie del liquido P;=101325 Pa

* Presidn de descarga igual a la superior del tanque (P,=P,)
* Presion de entrada: P=202650 Pa

dh

EZCM (PE —PO—pgh)/p—Cvz\/(Po+,09h_Ps)/p

t=0—->h=4m




A

s 1anque abierto con entrada y descarga regulada por valvula

Matemadtica Superior Aplicada UTN

h[m] ~

4.5

35

0 20 40 60 80 100 120 140 160 t [S]
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A Tanque cerrado con entrada y descarga regulada por valvula

Matematica Superior Aplicada UTN

Hipotesis

Sistema adiabatico

La densidad es constante

. , h()
No hay reaccidn quimica

Tanque cilindrico E [ii Ei] S

Presion de entrada y de salida conocidas

El tanque tiene una atmosfera de gas inerte
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u A Tanque cerrado con entrada y descarga regulada por valvula

UTN

——C P P }Epgh/pC/E}pgh P/p

iVaria con la altural!

M G /OG G Gas inerte en la superficie constante

P, e,
: Asumiendo comportamiento ideal del Gas

Ll S
PGOVCS _ PGVG V V h
RTS  RT, o =Vr —A
0 . 0
PGOVGO B PGVG Se dets,pr.e,cia PG — PG (VT ATh )
TO T, empesun (Vy —Ach)

Pe =




N/ .
u A Tanque cerrado con entrada y descarga regulada por valvula

UTN

dh
Ay E:Cvl (PE -K _pgh)/P_Cvz\/(PG +,Ogh—PS)/,O

PG _ P(S (VT _Arho)
(VT_ATh)

h()




\./ A _ ,
uw- Tanque abierto con entrada y descarga regulada por valvula

UTN

Ejemplo practico:

* Alturainicial del tanque: 4 m
* Diametro del tanque: 1 m »
e Altura del tanque: 10 m

» C, yC,delasvalvulas: 0.0316 m> £ S
* Densidad del fluido: 1000 kg/m3

* Presidn de descarga : P.=101325 Pa

* Presion de entrada: P=202650 Pa

* Presion inicial del gas: P;= 101325 Pa

dh

- =Cu\(P. =P = pgh)/p ~Cy (R + pgh—R.)

B, =PV, — AR)/(, - A




wA Tanque abierto con entrada y descarga regulada por valvula M
h [m]
4.4
4.3
4.2 ;
$
¢
4.1 Y
s
s
M
»
4
39
3.8 1'0 2‘0 3'0 4'0 5'0 (;0 7'0 2;0 t [S]
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H A Tanque abierto con entrada y descarga regulada por valvula
Matemdtica Superior Aplicada UTN
Ps [bar]
1.07
1.06
1.05
$
1.04 g
P4
$
1.03 z
:
*
L 4
L 2
1.02 :
*
*
L 4
L 2
1.01
L 2
\d
' g 1IO ZIO 3I0 4IO SIO 6I0 7IO 8IO t [S]




Propuesta

UTN

e Fez Fes
h, h, hy
S, S,
BN - B B -1
V2 V3 V4 P N




Sistema de EDOs

Matematica Superior Aplicada

UTN

Un sistema de EDOs es una expresion de la forma:

F (Y Y Yo Yoo Y V' ) =

0
F (X, Y Y5 Yo Yoo Y ¥ ' ) =0

Fo (X Y0 Y 1 Yo ¥ s Y ¥ ) =0




Matematica Superior Aplicada

Sistema de EDOs

UTN

Un sistema de EDOs es una expresion de la forma:

Y,

Y'm

.

ryll — Fl(X1 Yir Yoireens ym)
= F, (X Y1 Yoreos Yin )

=F, (X, Y1, Yore0r Vi )




im Sistema de EDOs. Ejemplo

UTN

(dy dy
<&——0-5y 4&= fL(XY,2)  f(xy,2)=-05y
% 4 03201y |dz f(xy,2)=4-032-0.1y
Ldx —=1,(xYy,2)
_dX
y(0)=4
z(0)=6
Ax=0.5
Euler explicito: . Y, v,
Vi =Yi + (%, Vi, ))AX 5. 00

2.25 /.715

0
_ 1.5 1.6875 8.44525
Zi+1 T Zi + f2 (Xi y yi y Zi)AX 2.0 1.265625 9.094087




Sistema de EDOs. Ejemplo

Matematica Superior Aplicada

RK2: o=k,
Yisr =Y, @1AX K, = (x,Y)
Z.. =17 + QZAX K, = T (X5, Y; +0.5Axk, )

1 EDO

Kyi = T, (X050 ¥; +0.5A%K,,, Z; + 0.5A%K,, )
Ky, = £, (X 05, ¥; +0.5AXK,;, Z; + 0.5Axk;, )
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Matematica Superior Aplicada

Reactor Batch

UTN

o

)

velocidad de variacion

de moles del componente i

dentro del sistema

Hipotesis:
e Sistema adiabatico
e Volumen constante

* Dos reacciones quimicas en serie:

A—“ sB—* 5C

-
Flujo de moles Flujo de moles

= del componente i — del componente i 4
gue ingresan al sistema gue abandonan el sistema

velocidad de formacion
de moles del componente i
por reaccion quimica

~




ELYA Reactor Batch #

atematica Superior Aplicada

U A—4“ sB—* 5C

| 1 Velocidad de avance de la reaccion “j”.
"l 'volumen xtiempo | Siempre >0

r

) molesdel
71 volumen x tiempo

Generacion de la especie “i” por unidad de
} volumen y unidad de tiempo, causada
exclusivamente por el avance de la reaccion “j”

o»n
I

unidad de volumen y unidad de tiempo,
causada por el conjunto de N reacciones

I

{ moles dei } Generacion neta de la especie “i” por

volumen x tiempo

RN RN
I, =U; X1, (=D 5= UyxT,

j=R1 j=R1




Reactor Batch

UTN

Hipotesis:
e Sistema adiabatico
— e Volumen constante

* Dos reacciones quimicas en serie:

kl k2
Gy A > B >C

My ==K, (r — _k
r =k e =0 ) 1
11 r, =K, 3 I =k1—k2CB
I, =K,Cg r,, = —k,C, _KC
Para este ejemplo _ rC 2B
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Matematica Superior Aplicada

A

Reaccidon de ler. Orden en un Reactor Batch

UTN
* Balance de materia de los reactivos en el reactor:
velocidad de variacion Flujo de moles Flujo de moles velocidad de formacion
de moles del componente i |= del componente i - del componente i +| de moles del componente i
dentro del sistema que ingresan al sistema | | que abandonan el sistema por reaccion quimica

Acumulacién = Entrada —Sakda + Generacion A—2»>B—2>C
M,

b A r, =—K,

vEa_ iy Ca
dt dt
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ML’A Reaccidon de ler. Orden en un Reactor Batch

UTN

e Balance de materia de los reactivos en el reactor:
Acumulacién = Entrada —Sakda + Generacion A—2»>B—2>C

dc,
dt

dc,
dt

B =1V Iy =K —k,C;

V

—kV —k,C,V

— kl — kZCB
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ML’A Reaccidon de ler. Orden en un Reactor Batch

UTN

e Balance de materia de los reactivos en el reactor:
Acumulacién = Entrada —Sakda + Generacion A—2»>B—2>C
dM

dt
dC..
dt

dC,
dt

=,V r=kCq

V —C =k,C,V

= kZCB
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ML’A Reaccidon de ler. Orden en un Reactor Batch

UTN

Ejemplo practico:

* k;=0.5 mol/(litro min)

* k,=0.3min*?!

* La concentracion inicial es de A es C,,=2 mol/litro

__
A—X 3sB—* 5C
aC, e
dt
9 _05-0.3cC,
dt
dCC—OBC =9
a  ° C,=2;C,=0;C.=0




S A Ejemplo Reactor Batch

Matematica Superior Aplicada UTN

2.5

4.5




Ejemplo Reactor Batch

UTN

18
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= Ejemplo Reactor Batch

Matemadtica Superior Aplicada UTN

2.5
2 CA CC

1.5

0.5 C.




Ejemplo

: Tres tanques interconectados

UTN

13.5m




Ejemplo: Tres tanques interconectados
UTN

Tanque cilindrico y densidad constante

—. dh Q. -Q,
: it A
h() QS :As\/ﬁ

Q;: Caudal volumétrico de entrada.
Q.: caudal volumétrico de salida.
A;: Area transversal del tanque.

A: Area del orificio de salida.

L

Realizar el modelo para tres tanques




Shooting Method

UTN

N
3 ( § Barra delgada entre dos
) ( R constante
N
N
ol T, =20°C
T, =40°C
T, =200°C
¢ h'=0.01
dz ,
— =h (T _Ta) L =10
< dx
- dT
dx d_ =7
X
dz .
—+h'(Ta—T)=O




Shooting Method

UTN

~

S

(dz

dx
ar
| dx

\W77777777777777777177,
W 777777777777777777777.
ﬂ
[\

=h'(T-T,)

=7

Para que sea un problema de valores
iniciales debo conocer z(0) y T(0)




i 1‘ Shooting Method

Matemdtica Superior Aplicada UTN

N
P
- Q
P
N

~
LI
W 777777777777777777777,
ﬂ
[\

S
[l
)

S

~

|o
N
||
-
—_
_|
|
—]
N

Este problema corresponde a uno de frontera.

* Conozco el valor de la variable independiente en
diferentes puntos.

iConozco T(0) y T(L)!

N
O o

— X

|l
N
°

o
>

El método de disparo se basa en convertir el problema de valor en la frontera en
un problema de valor inicial equivalente. Posteriormente se aplica un
procedimiento de prueba y error para resolver la version del valor inicial.




Shooting Method
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Shooting Method

UTN

X L, 3 T =20°C
§ ( 3 ( 3 ( § T,=40°C
T o~ tm~ == N7,  71,-200°C

N
NT 1 (.7 ) rsa
N T, N L=10
x=0 x =L
d-T . 4
e +h"(T,-T) =0

Radiacion




VG A . . . .
Hg_ Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

UTN

Dado el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

-
dy
dx
dz  yz°

_dX 3

* Resuelva el sistema utilizando el método de Euler explicito,

suponiendo queenx=0,y=2y z=4. Integre hastax =1 con

un tamano de paso igual a 0.2.
* Plantear como se resolveria con Euler implicito

=-2y+4e”’
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