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 Se trata de resolver n ecuaciones lineales simultaneas con n incognitas:

Za”xj =hb coni=1,2,..,n

n

j=1

« En su forma matricial compacta:

AX=Db —|7

a11

anl

a‘12

a2n

an2

a1n

a

a2n

nn

Nota: Para el caso que nos interesa, tanto la matriz A como el vector b tienen

componentes reales.




\ , .
IHA Planteo del Problema. Teoremas Basicos *

UTN

 Se define la matriz aumentada o ampliada como:
Ab=| Ab | Matriz ampliadade A [n x (n+1)]

El teorema béasico de existencia de solucion establece:
 El sistema de ecuaciones tiene solucion si y solo si: r(A)= r(Ab).
* Sir(A)=r(Ab) = k <n, luego las Xy, X,,..., X, son variables cuyas columnas
son linealmente independientes en A, de modo que las restantes (n-k)
variables pueden asignarse arbitrariamente. O dicho de otra forma, hay una
familia paramétrica de (n-k) soluciones.
* Sir(A)=r(Ab)=n, hay una unica solucion.

Corolario: Para el caso homogéneo (b = 0), o sea Ax = 0 habra solucion no trivial,

si y solo si r(A) <n.
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Para estos problemas, cosa que no ocurre en el caso no lineal,
existe solucion analitica (recordemos la denominada Regla de
Cramer), pero la dificultad reside principalmente en computar esa
solucion.

La evaluacion de determinantes no hace practico dicho
procedimiento analitico.

El problema es desarrollar algoritmos computacionales mas
eficientes, es decir que sean mas rapidos, sobre todo en el nimero
de operaciones necesarias y que ademas sean robustos de modo que
la solucion calculada sea lo mas precisa posible.
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Un punto vital es discutir como se espera que sea la matriz de
coeficientes. En general, puede encontrarse entre alguna de estas dos

categorias:

« Llena pero no muy grande. Es decir, con muy pocos Ceros, y en
donde n no sea mayor que 100, por ejemplo.

« Dispersa y relativamente muy grande, denominadas también ralas.
En estos casos, son muy pocos (en relacion al orden) los elementos
distintos de cero y n puede ser mayor a 1000.

Nota: los métodos desarrollados deben estar dirigidos a resolver alguna de estas
dos categorias, y si es posible haciendo uso de sus caracteristicas para incrementar

su eficiencia.
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Es posible realizar un analisis de la condicion de un sistema de
ecuaciones considerando un vector residual r, cuando se tiene una
solucién calculada x©:

r=b-Ax"

Si X" es la solucion exacta del SEAL, se cumple que:
AX =b—>r=b-Ax =0

Entonces:

r=Ax - AXY - r=A(x )

luego,

(X —x)=A"r
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(X —x")=A"r

Andlisis: Aunque r tenga elementos muy chicos, si Al (matriz
Inversa) contiene coeficientes muy grandes, la diferencia entre x* y
x(© puede ser aln muy grande. Esto permite anticipar la importancia
de un escalado en los coeficientes de la matriz A original, ya que
aunque el vector residual r impuesto sea pequefio, el error encontrado
para la solucion puede ser muy grande.
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* El objetivo es disponer de una medida del tamano de los vectores,
con objeto de estudiar convergencias, relaciones de mayor o
menor, proximidad a cero, etc.

« Lanorma de un vector debe cumplir las siguientes propiedades:

IX| >0 y x| =0siysolosi x=0
loex|| = ot X]|, para cualquier a. e R

HZ + XH <||x|+ HXH (desigualdad triangular)
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* EIl producto escalar (o0 punto) permite definir de modo natural una
norma en R" que coincide con la longitud de un vector en R?y R3,
Ademas, esta norma se conoce como euclidea.

b = () WZX]Z

=1

« Sin embargo, no es la Unica norma y se puede definir de manera
general la norma p de un vector:

1
(™ \p

b, =| D k| ez
\

i=1 J

p=2 corresponde a la norma euclidea
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« Casos particulares:

« Norma1: H)_(Hl:‘Xi‘+‘xz‘+...+‘xn‘

« Norma 2 o Euclidea: ||)_(||= E ij
i=1

« Norma w 0 maxima: HKHOO = max(\xi\ ;‘Xg‘i""‘xn‘)

i, {Zj

Si1 con una determinada norma una secuencia de vectores

tiende por ejemplo a cero, también tendera a cero con

cualquier otra norma.

o |-
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Espacio geométrico de vectores cuya norma es igual a 1 (en R?)

|, =1 , =1

[x], =1 x|, =1

3 00
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« Una norma de una matriz es un numero real positivo que "mide" el
tamano de una matriz, y permite por ejemplo estudiar cuando una
matriz tiende a otra matriz o a la matriz nula.

 Se le exigen las tres condiciones anteriores y una condicion
adicional relacionada con el producto de matrices:

|A|=0 y |Al=0siysolosi A=0
HaéH =|al HQH , para cualquier o € R

A+B| <||Al|l+|B| (desigualdad triangular)

AB| <| Al
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e Las matrices R™" forman un espacio vectorial Euclideo con un
producto escalar definido como:

(A,B)=traza( A'xB)

« Este producto escalar induce una norma, llamada norma de
Frobenius, que responde a la expresion:

|4, = (A.8) = raza(A=A)
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« Norma matricial inducida por una norma vectorial (norma
natural):

|Ax],

|A], = max
=l ™0 ]

» Con Norma p=1: 1A, = m@xZ\aik\
=1

n
 Con Norma p=ow: Hﬁ‘Hw - mE\xZ\am\
i=1
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2, —
Al = max
4, -nay

Ejemplo con norma 2:

Ax|=\l2f +l =v5  |Ax| 5

x| = yJof +[1 =1 x| 1

I
NI

A12 AX
2 1

[
| —
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Utilizando vectores cuya norma es igual a 1
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||A|| — max
—IIp

<0 x|
— 1P

Norma de la Matriz
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norms of a vector or a matrix

Syntax

¥ = normx)

¥ = norm({x, normIype)
Arguments

X

vector or matrix of real or complex numbers (full or sparse storage)
normType

@ Foramatrixx: anumberamong l, 2, %inf, -%inf orawordamong "ing"™ (or "i™)or "£ro™ (or "£").
@ For avector x any number or $inf, -%inf; oraword "int™ ("i"), "fro™ ("£").

Default value = 2.

norm: single paositive real number.
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Description

For matrices

norm{x)

ornormix, 2) is the largest singular value of x (max (svd (x) ) ).
normix,1)

The |_1 norm x (the largest column sum : max {sum{aks (x), "'} L
norm{x,"inf'),norm({x,%inf)

The infinity norm of x (the largest row sum : max (sum({abs (x), "c")) ).
norm{x,'fro')

Frobenius normi.e. sqrt (sum{diag{x"*x))).

For vectors

normiv,p)

Thel_pnorm sum{aks (v {i))*p)~({1l/p) .
norm{v), norm{v,2)

The |_2 norm
norm{v,'inf")

max {abs{v{i))).
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-->y=[123-57];

-->norm(y,1)
ans =
18.
-->norm(y,2)
ans =
9.3808315
--> norm(y)
ans =
9.3808315
--> norm(y,'inf")
ans =
/.
--> norm(y,'fro')
ans =
9.3808315

>A=[124;257;1-26];
--> norm(A,1)
ans =
17.
--> norm(A,2)
ans =
10.908260
--> norm(A)
ans =
10.908260
--> norm(A,'inf')
ans =
14.
--> norm(A,'fro")
ans =
11.832160
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* Debido a que generalmente no es posible obtener la solucion
exacta, se consideraran los posibles errores y sus cotas.

« Las fuentes de error son variaciones en los elementos de b y/o de
A, ya sean originales o debidas al redondeo.

 Errores por variaciones en los términos de b:
AX=Db+AD — x = x* +AX > A(x* +Ax) =b+Ab

éAx =ADb

Si A es no singular, entonces resulta:

Ax=A"Ab
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AX = A" Ab vy tomando normas: JAX|| <

N

QZAZ y tomando normas: HQHSHAHH)_(H
Jax) _JA7TIael  ax] ey g lA]
e =y
Cond (A)=|A™]|A]
x| |AB] jay |2

< Cond <Cond (A)="
TR I v Rl

Errores por variaciones en los términos de A
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condition number of a matrix

Syntax

cond (X)
cond (¥, p)

Arguments

X
real or complex matrix. Forthe ¢ = cond (¥, p) syntax, X must be square.

1| 2| %inf| "inf" | "fro”™; Used norm. Default value = 2.

positive decimal number; the condition number.

Description

c=cond(X)
returns condition number in 2-norm.cond (X) is the ratio of the largest singularvalue of ¥ to the smallest.
c = cond(X, p)
returns the condition numberin p-norm ; norm (X, p) ¥ norm{inv{X), p).ppossiblevalues are;
1: condition numberin 1-norm.
2 condition number in 2-norm.

%inf | "inf": condition number in infinite narm

"fro" : condition number in Frobenius norm
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1 1 x| '2} {2} A=[1 1; )
= — X* = b=[2 2]’
1 1.0001)[x, | |2 0 b1= I
x=A\b

B Iy, 1 x1=A\b1l

1 1 Xy _ 2 — X* = 1 errorb=norm(b-b1,2)/norm(b,2)

1 1.0001 X, 2 0001 - 1 errorx=norm(x-x1,2)/norm(x,2)

condA=cond(A,”)

M =354%x10" — M =0.7071068 {Se amplifico la diferencia!

] 1|

Cond (é) =40002.000 Problema mal condicionado

Un pequeno cambio en el término independiente dio lugar a
un cambio muy grande en la solucion
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|27, =max|ay
= lo " p,2l= =l

Norma de la Matriz inversa
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Matriz de Hilbert:

i | :
1+ ] -1
. '."-:‘LEE_-:,:_.':.'_._ --> testmatrix('hilb',4)
testmatrix(hilb',n) Sc1 lab - ans =

16. -120. 240. -140.

-120. 1200. -2700. 1680.
240. -2700. 6480. -4200.
-140. 1680. -4200. 2800.

--> cond(ans)
ans =
15513.739
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Jax] _
]

Ab
< Cond ( é) %

a; X, +a;,X, = bl
a, X, tayX, = bz

Bien Condicionado Mal Condicionado

h :
i :
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