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vV A Nociones Generales
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* Introduccion

e ¢Qué es laintegracion numeérica?

e ¢Cuando se necesita la integracion numeérica?
* Aplicaciones de integracion en ingenieria y en ciencias
* Formulas de Newton-Cotes

* Regla del Trapecio

* Reglas de Simpson
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¢Qué es la integracion numérica? 79
 Matematicamente: Una integral definida se \
representa como:

Izjbf(x)dx

a

e Esto significa: El valor total o la suma de
f(x)dx sobre el dominio [a b]. : T

Representacion grafica de la
integral de la funcion f(x).

* Representacion grafica: Para funciones que yacen sobre el eje x, |a
integral corresponde al area debajo de la curva. Para funciones que
yacen debajo del eje X, la integral corresponde al area encima de |a
curva de f(x) entrex =ay x =b.
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¢Cuando necesitamos realizar una integracion numeérica?

* Funciones dificiles o imposibles de integrar analiticamente.

* Solo se dispone de una tabla de valores discretos de la funcion.

¥

L

y=fi)

———————————————————————— Mean (a) (b) ()

i Ejemplos que relacionan a la integral de una
b X funcion como el area bajo la curva

(b)

Ejemplo: valor medio de una
funcidén continua.
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Estrategia basica:
Reemplazar una funcion complicada (o no integrable) o datos
tabulados de una funcion por un polinomio facil de integrar.

b b
| :L f(x)dx;ja f, (X)dx
f.(X)=a,+ax+a,x" +...+a, X" +ax"

N: Orden del polinomio
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f(x)ﬂ f(x)u

_

a b X
(a) (b)

Aproximacion de una integral por el area bajo la curva de:
(a) una linea recta; (b) una parabola.
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S04

A\

a b

=Y

Aproximacion de una integral mediante el area bajo tres

segmentos de recta.
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Estrategia basica:
Reemplazar la funciéon complicada (o no integrable) o datos tabulados

por un polinomio o una serie de polinomios de ler. Orden (lineales).

f(x)4

fb) —— 2 )
altura promedio

Formula de aplicacidon simple

f(a)
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Estrategia basica:
Reemplazar la funciéon complicada (o no integrable) o datos tabulados
con un polinomio o una serie de polinomios de ler. Orden (lineales).

. 7 f(x)+25 f (x)+ 1 (x)
| =(b-a) i:12n

ancho v -
altura promedio

<H Formula de aplicacion compuesta
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Error de la la Regla del Trapecio
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Por ser una aproximacion, el calculo de una integral numeérica tiene

asociado un error.

Sx)

Error

¢

\\\ NN [ntegral estimate NN

[

[

0.8

Error de truncamiento para una

X

aplicacion simple de la regla del trapecio.

Para aplicaciones simples, una estimacion del
error es:

1 14
Etrunc — _E f (é)(b_a)3

donde £ esta en algun lugar en el intervalo de
[a b].

Si la funcidn es lineal, la regla del trapecio
sera exacta.

Para funciones con derivadas de segundo
orden y de orden superior (es decir, con
curvatura), puede ocurrir algun error.
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Para aplicaciones compuestas:
3
n (b _ a) N
. . "
Etrunc - Z Etrunc,i - 3 Z f (éjl)
i—1 12n° 3
(b—a)3 e _ 1 b media o valor promedio de la
Eaprox = — 1o f" 5 ¢ ":E"‘a f”(X)dX ;sr(]etgeur\r:;jliderivada en todo el
(b-a) ,
Eaprox -~ 12”2 f

Si se duplica el numero de paneles, el error se reduce por
4 aproximadamente
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Aplicacion Compuesta de la Regla del Trapecio

Utilice la regla del trapecio de 2 paneles para estimar la siguiente
integral:

f (x)=0.2+25x - 200x% +675x> —900x* + 400x°

0.8 ‘

0 0.1 02 03 04 05 06 07 0.8

X
Xg=a X4 X,=b

Comparar el resultado con el valor exacto
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Resultados
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Integral

1.8

+  Numerical Approximation
True Value of the Integral
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Number of Segments n
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A

Resultados
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— (] o o o
n (-] n () n

i}
(-]

Percent Relative Error (%)

5 6 7
Number of Segments n

10




Resultados

— True Value of the Integral |4

n h I & (%)
2 0.4 1.0688 |34.9
3 0.2667 |1.3695 |16.5
4 0.2 1.4848 |9.5

5 0.16 1.5399 |6.1

6 0.1333 |1.5703 |4.3

7 0.1143 |1.5887 |3.2

8 0.1 1.6008 |2.4

9 0.0889 |1.6091 |1.9
10 [0.08 1.6150 |1.6
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Implementar en SciLab
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function I=trapecio(fun, a, b, n)

=(b-a)

fun(a +ZZ fun(x; )+ fun(b)

2N

endfunction
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Estrategia basica:

Utilizan polinomios de orden superior para conectar los puntos. Las
formulas que resultan de tomar las integrales bajo estos polinomios

se llaman reglas de Simpson.

(a) Regla del trapecio
(b) Regla de Simpson

Sx)

f)
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Estrategia basica:
e Utiliza polinomios de segundo orden.

I :_[: f (x)dx;j: f, (x)dx

* f, corresponde a una aproximacion de segundo orden mediante un
polinomio de Lagrange de segundo grado:

fz(x):((x—xl)(x—xz) f(%)+ (X=X ) (X=X, ) f

Xo _X1)(Xo _Xz) (X1 _XO)(Xl _Xz) (X1)+ (Xz _Xo)(xz _Xl)
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Regla de Simpson 1/3

(X—%)(x—X,) f

£ () ((x—xl)(x—xz) f

Xo _Xl)(XO _Xz)

o) () (=)

f(x)

f(x,)
\ n

N

\

h

h
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Regla de Simpson 1/3

X

e UR00) (o)) L o) (ex)

(% =% ) (% —X;) (%= %) (% =X,) (X2 =% ) (X = X,)
Después de la integracion y de las manipulaciones algebraicas, se
obtiene la siguiente formula:

[ 1,(x dx_—[f J+af(x)+f(x)] o=

Xg 2
Finalmente:
f
I:jbf(x)dx;(b—a)f( o) +4T(x)+ (%)
i ancho 6 -

Y -
altura promedio

(a+b)

donde: X, =a; X, =b; X, = >
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Regla de Simpson 1/3 compuesta
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6

f (Xo)'l‘4]c (X1)+ f (XZ) Simpson simple
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(b-a)

N/

f)

Matematica Superior Aplicada
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Finalmente:
n-1 n-2
f(x,)+4 f(x)+2 f(x1)+f(xn)
| :(b—a) i=1,3,5 j=2,4,6
_T\ 3n

Y -
altura promedio

(b-a)

donde: x,=4a; X, =b; h=
n

> X =X, +h




Regla de Simpson 1/3 compuesta

UTN

fx)4

- —
>
Nt [=
P —
N—— | =

P —

N —e | s | [

a b

Regla de Simpson 1/3 compuesta.
iEl nuUmero de segmentos tiene que ser par!

- N
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Para aplicaciones simples:

= (b-a)"
- - f
= gm0 | ()

* Laregla 1/3 de Simpson es mas precisa que la regla del
trapecio.

e Sif(x) es un polinomio cubico, E.,,. .= 0.

trunc —

Para aplicaciones compuestas:

5

n/2 5
Zf :_(b—a) £

Sepror 180n*

trunc ~
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Aplicacion Compuesta de la Regla del Trapecio

Utilice la regla del trapecio de 2 paneles para estimar la siguiente
integral:

f (x)=0.2+25x - 200x% +675x> —900x* + 400x°

| = J f (X) e

0

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08

Regla de Simpson’s 1/3 (simple).

Comparar el resultado con el valor exacto y con la regla del trapecio
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function I=simpsonli3(fun, a, b, n)

n-1 n—2
fun(x,)+4 > fun(x)+2 fun(xj)+ fun(x, )
I ~ (b_a) i=1,3,5,... 3n j=2,4.6,...

endfunction
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Regla de Simpson 3/8
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Estrategia basica:

* Utiliza polinomios de tercer orden. | = jb f(x)dx= j: f,(x)dx

f(x) )

a
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Estrategia basica: .
+ Utiliza polinomios de tercer orden. | = _[a f(x)dx = Ja (X

 f; corresponde a una aproximacion de segundo orden mediante un
polinomio de Lagrange de segundo grado:

j:f dx_—[f )+3F (x)+3F (%) +  (%)]

Finalmente:

H/_J 8
ancho -

I:Lbf(x)dxg(b_a)f( ) +3f (%) +3F (%, )+f(x3)J

Y -
altura promedio

donde: x, =a; X, =b;h=(b-a)/3; x, =x,+h; X, =x +h
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Implementar en SciLab

UTN

function I=simpson3I8(fun, a, b)

| = (b

fun(x,)+3fun(x,)+3fun(x,)+ fun(x,)

_a) .

endfunction

Y ampliar a su aplicacion compuesta....
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a Resumen
Matemtica Superior Aplicada UTN
Segmentos
(n) Puntos Nombre Férmula Error de truncamiento

1 2 Regladelfapecio  (b—d w — (/120 1)

2 3 Reglade Simpson 1/3  [b— o 24 f((j‘) *+ ) —[1/90)h f4(¢)

3 4 Reglade Simpson 3/8 (b — o) oL+ 3/l g 3flxa) + flxa) — (3/80Jh° A4g]

4 5 Regla de Boole (b— o) Lol 320b) + 2;(32) + 32fs) + 7] ~(8/945) fél

5 5 b — o) 1Mol + 75Fx) + 5Of(x2)2-;20f(x3) + 750 +190x5) 1575 10006 fole
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* Se deben combinar las reglas presentadas.
* De ser imposible se debera usar la regla del trapecio.

T Regla 1/3

E

7%

g N$'1hé

NN
N

N
NN

N

N
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En simulacion de procesos quimicos, la forma mas simple de calcular
la entalpia de un liquido corresponde a su entalpia como gas ideal
menos su calor de vaporizacion:

i
Hi" =AH? + [ cp'®dT —AH,

298.15
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* El calor de formacioén (4H,Y), la capacidad calorifica (Cp'©)
y el calor de vaporizacién (4H,) se obtienen de las
llamadas Bases de datos de compuestos puros (PCD -
Pure Compound Database).

* Existen numerosas funciones matematicas que
relacionan la capacidad calorifica de un gas ideal con |a
temperatura.

e Para algunas PCD la funcion Cp(T) no es integrable
analiticamente.

* Para su implementacion los simuladores de procesos
tienen programados internamente algoritmos de
integracion numeérica.
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Estimar cual es |la energia necesaria para calentar una corriente de 1
kmol/s de Metanol desde 298.15 K a 320 K:

0
Hi% =AH? + [ cp'°dT —AH,

298.15
Donde:

cp'® :a+exp($+c+dT +eT2j

Modeling Separation

b+cT, +d Tr2+eTr3)

AH, =a(1-T,)

320 298.15
Q=HM _Hla - (AH? + j cp'edT —AHV?’ZO]—(AHﬁ’ + j cp'®dT —AHV298'15]
298.15 298.15
320

Q=HIS —HI = | cpdT +(AHZ - aH")

298.15
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320
Q= J‘ Cp'GdT +(AHV298'15 —AH\?ZO)
29815 (a=36313.2

h | |p=-680458
cp'®=a+exp| —+c+dT +eT? Jc=11.102
T kmol K
d = 0.000756766
e = -2.90264x107

(A =5.8058x10

B=0.87168

B+CT, +DT,2+ET,’) { J } C =-0.81501
kmol || D =0.1695

E =0.17846

Tc= 512.640 K

AH, = A(1-T,)
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