v V 4 . ° °
IHA Matematica Superior aplicada

UTN

Sistemas de Ecuaciones No Lineales

Prof.: Dr. Juan Ignacio Manassaldi
JTP: Ing. Amalia Rueda




igA Introduccion

UTN

Podemos decir que los sistemas de ecuaciones no-
lineales son un conjunto de ecuaciones no-lineales
gue deben satisfacerse en simultaneo.

fl(xl,xz, X, )=O
f2(x1,x2, X, ):O

o (xl,xz,...,xn)IO




ML’A Sistema de ecuaciones algebraicas no lineales
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ﬂ(x19x2=°°°>xn)zo x €R Vi=1,2,....n
0 f:R"SR Vj=12...m
n-m. grados de libertad

Sin perdida de generalidad supondremos m=n

fi(x,%,,..,x,)=0
£ (x,%,,..,x,)=0
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A Sistema de ecuaciones algebraicas no lineales

Matemadtica Superior Aplicada UTN

Se define la funcion vectorial f asociada al sistema de ecuaciones
original y el vector de incognitas x:

fl(xl,xz,...,xn) X,

f2(xl,x2,...,xn) X,
f(x)=|. X=|

_fn(xl,xp...,xn)_ X, |

Por lo tanto, la expresiéon compacta de un sistema de ecuaciones
algebraicas no lineal corresponde a:

f=0 =T

— 1:R”—>R”
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b 1_ Aproximaciones sucesivas (multivariable)
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El valor de arranque o semilla corresponde a un vector: X "=a " =

La primera aproximacion se obtiene a partir de la funcion vectorial F asociada al sistema
original.

Finalmente se desarrolla el proceso iterativo hasta satisfacer la tolerancia o alcanzar el
maximo de iteraciones:

k=12 .. k.
g A e _ )
(k+1) ( (k) ) HE —X | <€ | Al tratarse de vectores el error
X — F X Hx(k+1) _ corresponde a la norma de la
o o\ - — g diferencia entre dos aproximaciones
L ) HE(") sucesivas




igA Ejemplo Aprox. Sucesivas *

/xz +x12 -x,—0.75=0

2
X, +3x,x, —x,” =0

. _
x, +x,"—x, —0.75 X,
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X, + dX,X, — X, X,

Sistema equivalente:

X, +x,° — 0.75 X,
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=X, X, + X, X,




WHA Ejemplo Aprox. Sucesivas
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- ] _ .
x,+x,”—0.75 X,
F ()_C): 2 1 2 X =
=Sx,x x| A2
X(O):H f) gy _[ 12500000 f) oy _[ 31875000
B ~ | -4.0000000 ~ 26.5625000

El error de la iteracidon 5 corresponde a:

= 30.8829696 le = 9.6510395x 10"

iEl sistema no converge!

0




i&?; Ejemplo Aprox. Sucesivas
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_xz +x°—X, ~0.75 _\/—xz +x, +0.75 )
| _(—x2 +xl2 )/(le)

X(O):H f) | g _[0-8660254 f) gy _[1:2712299
) B 0 - 0.1732051

0 {1 .3720650} en H’—“(g) L

2
X, +3x,x, — X,

=6.0051938x10”

- 10.2395017
F( (9)) - 1.3720650 1.3720653

X — —

B 0.2395017 0.2395019

-8.4719027 x 107 X =
f (3_6(9)){ X }

{1.3720650}
-1.0625308 x10°

0.2395017
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Aproximaciones Sucesivas
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Si I(k+1)

es Solucio'n]

no

(k=k+1]




WHA Aproximaciones Sucesivas (Scilab) *
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X, +x,° —x, -0.75 r B \/—xz +x,+0.75
f(x)= TP E(x)= :
X, 5%, x| (—x2 + X, )/(5)(?1)
function fx=fsist(x) function fx=Fsist(x) )
fx = [x(2) + x(1)"2 - x(1)- fx = [sart(-x(2) + x(1) + )

X(2) + 5%x(2)*x(1) - x(1)"2] (-x(2) +x(1)*2)/(5*x(1))]

endfunction endfunction




WHA Aproximaciones Sucesivas (Scilab) *
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function [out, k] =aproxsuc(fun, x0, tol)
Xx=Xx0;
for k=
X(:,k+1)=fun(x(:,k));
if (x(:,k+1)-x(:,k))/ (x(:,k)) < tol then
out = x(:,k+1);
break
end
end
if k==
out=(];
( );
end
endfunction




WHA Método de Wegstein (multivariable)
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Corresponde a una extension de lo presentado para una variable.

O = / 0 _\




Implementacion en el ejemplo
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_ , _ L
x, +x,”—0.75 X
F (x) _ 2 1 X = 1
—_—\ — 2 -
XX X Xy
x(o) _ | E(?_C(O)) >x(1) _ 1.2500000 E(E(l)) N
- 1 B —4.0000000
F(s")-F(x") ~17.75
@, = 0 i=la2 5> w=

—6.1125

-3.1875000
26.5625000

|




Implementacion en el ejemplo *
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. ) 0.9466667 0

q, l i=1a?2 —> Q —

, —1 = 0 0.8594025
x? = 0x" + (i—Q)E(z“))
2 0.9466667 0 1.25 | 0.0533333 0 —3.1875

=7 0 0.8594025 || 4 0 0.1405975 || 26.5625
1.0133333

x? = s error = Hﬁ — x| = 43035248
0.2970123

) _

1.3720655
0.2395020

} — error =1.343x10™"




N7 ., .
lm Implementacion en el ejemplo 0

F( (43)) - 1.3720655 | [1.3720658 |
X —
- 10.2395020 | ) |0.2395020

() 113720655 |} | 2.672907¢-7
/ ()_c )=f
10.2395020 | ) | -1.921863e-11

. [1.3720644
10.2395041
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Meétodo de Wegstein
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f ) 4 ‘ )
a).=E(£())_Fi(£( )) i=lan
)_C(O) =q, ; MOMCY
@, : .

x(l)_F (0)) p—> ql‘:w._l i=lan —0,=q, i=lan

k=1 X(/Hl) — Qx(k) +(£_Q)E(.1C(k))
\. Y, \ )

Si K(

k+1)

es solucion ]

no

[k=k+1]




MNYA Método de Wegstein (scilab) x
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function [out, k] =wegstein(fun, x0, tol)
n= (x0);
X(:,1)=x0;
X(:,2)=fun(x(:,1));
FF(:,1)=fun(x(:,1));
FF(:,2)=fun(x(:,2));
for k=
w=(FF(;,k)-FF(:,k-1))./(x(;,k)-x(;,k-1));  g=w./(w-1); Q=diag(q);
x(:,k+1) = Q*x(:,k)+(eye(n,n)-Q)*FF(;,k)
if (x(:,k+1)-x(:,k))/ (x(:,k)) < tol then
out = x(;,k+1);
break
end
FF(:,k+1) = fun(x(:,k+1));
end
if k==
out=[];
( );
end
endfunction




Repaso

UTN

=1 k
Serie de Taylor en una variable: f Z ; f k (X Xo )
k=0

f(x,xo):f(x0)+f'(x0)(x—x0) Taylor de primer orden

Utilizando el valor actual de la variable en un proceso iterativo x® se aproxima por
Taylor de primer orden el valor de la funcién en el siguiente punto x**% :

£ (x50 20) = £ (x) 4 (x0) (50 - 20)

lgualamos a cero para aproximar la raiz: f(x(k))+f'(x(k))(x(k”) —x(k)) =0

iNewton-Rhapson!
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Taylor Multivariable
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<N

Serie de Taylor en multivariable: f (E) =f ()_co ) + Z —d" f (5)

o K]

Se define el diferencial » de una funcién f como:

ZZ Z %), (=%, (x=x), @x(?f;;{.(j_c.ochk

11]1 k=1

J/

r Sumatorzas

Parar=1:
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df (x)=(x—x,), afa(x’_:o) +(x—x,), afﬁ(x)f()) +-+(x—x,)
af()_co)
. Ox,
df (x)=(x—x,) V/ (%) |¥(x)
ox,
éf()_Co)
ox,
(x=x), (x=x), (x—x)), :

af(J_Co)

"Ox,
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Taylor Multivariable

%) (Eo) I (EO)
T _,_(x—xo)z ox, S
Xf_'xb 1
= V£ (x,) (’—C_)—CO)\ =% ),
\ (x_xo)3

N\

Qf(lo) Qf(lo) . Qf(ﬁo)

Ox,

Oox, ox,




MNYA Taylor Multivariable
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Aproximacion de Taylor de primer orden de una funcion de valor real
de n variables:

fxx0)=f(2)+ V(%) (x-%)  r(@)® >R

Utilizando el valor actual de las variables x® se aproxima por Taylor
de primer orden el valor de cada una de las ecuaciones del sistema
en el siguiente punto x**¥ :

) e

f(x)=|: £ (50 50) = £ (39) 497 (59) (24 - 20)
/. (X5 %500, )_ .

f(x):R" >R £ (55 = £, (59) 4 v, (59 )T (5 - )
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Aproximacion del SEANL

La aproximacion del sistema corresponde a:

1 X

/ (x)+ v, (= )T (x4 —x) )

7 (_(k+1), E(k)) _ /> (z(k) ) + VY, (E(k) )T (E(’Hl) _ )_c(k))

_fn (E(k))Jern (I(k) )T (E(kﬂ) _E(k))_
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Aproximacion del SEANL

UTN

]? ()_C(kﬂ) ’ )_C(k) )

X

T

/> (?_C(k) ) +Vf, ()_c(") ) ()_C(kﬂ) W )

(5,20 - A5 (x

= +

_fl (z(k))ijf1 ()_C(k) )T (z(zm) _z(k)) |

_fn ()_C(k))+an ()_C(k) )T ()_C(k+1) —)_C(k))_




WHA Aproximacién del SEANL
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)] [ AEY) ()

j()_com), )_Cuc))_ fz()_cw) sz(E(k))r(x(kﬂ)_&(k))

= _|_ —

Vi)

f()_c(kﬂ)’)_c(k)):f()_c(k))_l_ Vf, (_(k))T ()—C(kﬂ) _)_C(k))

-

Vv, (2 )T _

Matriz Jacobiana
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Matriz Jacobiana
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La matriz jacobina es una funcién matricial formada por los gradiente transpuestos
de cada una de la ecuaciones que conforman el sistema de ecuaciones.

fl(xl,xz,...,xn)
f2(x1,x2,...,xn)
fn(xl,xz,...,xn)

o

d

a4

T

ox, o, ox, Vi (x)
of, df, of, T
—=| V
> J(x)=|ox o,  ox £, (x)
0 O 2 )
s . VY, (x)

Ox,

Ox,

Ox

n




WHA Aproximacion del SEANL
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Entonces, la aproximacion del sistema corresponde a:

7 ()_C(k+1) 5 ) —f (E(k) ) +J (E(k) )(E(lm) _ )

lgualamos a cero para aproximar la solucion:
Z()_c(k))Jri()_c(k))()_c(k”) _)_C(k)) =0

Finalmente se llega a:

) = ) _ J(XU«) )‘1 f(x(k))

Formula recursiva del método de newton
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Método de Newton
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La formula recursiva de Newton corresponde a:

k=12,...,k
B (k+1) _
L) @ { - ( ) )Jl( )_c(k)) - x
= Hx(k)
\ i
]
Inversa de la matriz J evaluada Hf(x(l”l)) <E
en el punto -
e o |
Ox, Ox, ox, xe R"
9 9 9 o "
J=|0x, Ox, ox,, ilR —> R
: : : T R" _y R™
9%, 9, I, -
| Ox;  Ox, Oox, |

Matriz Jacobiana de la funcion f




Matematica Superior Aplicada

Implementacion en el ejemplo

UTN

X, +x°—x, — 0.75

2
X, +3x,x, — X,

1
1

2
-1

|
|

)_6(2) _

H

(2) | 2.1666667

(1) _

€ X

|

1/3

—0.4166667

0.25
5

1/3

I
H

1.6055926
0.0924692

|

0.2580254
0.1399152 0.0726832

2.1666667
—0.4166667

s

-0.0218050

|

2.1666667
—0.4166667

H

2x, —1 1
(x)=
Sx, —2x, 1+5x
function Jx=Jsist(x)
Ix =[2*x(1)-
*x(2)-2*x(1) 1 +5%x(1)];

endfunction

H

-0.5610741
0.5091359

1.3611111
-9.6250000

H

1.6055926
0.0924692

|

} — || = 0.7576434




Implementacion en el ejemplo
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5 [1.4037040
X =] 4078 — || = 0.2409977
@ | 1.3727742
. —> || =0.0344382

} — |le| =7.6168800x107*

5 [1.3720658
- 10.2395018

* 1 3720654 Podemos afirmar que es solucién del sistema.

0.2395019 El error es del orden de 10’

( ) 0.1267875x10"
)=
=\~ -0.3406164 x10™"
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Método de Newton
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si
(k+1) y
x" "’ es solucion




MNYA Método de Newton (scilab) x
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function [out, k] =newton(fun, Jx, xO0, tol)
Xx=X0;
for k=
X(:,k+1)=x(:,k) - inv(Ix(x(:,k)))*fun(x(:,k));
if (x(:,k+1)-x(:,k))/ (x(:,k)) < tol then
out = x(:,k+1);
break
end
end
if k==
out=[];
( );
end
endfunction




im Método de Newton (ll)

UTN

La formula recursiva de Newton corresponde a:

(k1) _ (R y=1{ (k) ()
A — 4 [i ()—C )Z(E )J\[Esalirs]os{té;ifnJ
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Método de Newton (Il)
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si

(k+1)

X es solucion ]




ML Método de Newton (Il - scilab) K
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function [out, k] =newtonll(fun, Jx, x0, tol)
x=X0;
for k=
dx = Ix(x(:,k))\(-fun(x(:,k)));
X(:,k+1)=x(:,k) + dx;
if (dx)/ (x(:,k)) < tol then
out = x(:,k+1);
break
end
end
if k==
out=(];
( );
end
endfunction
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Meétodo de Newton con factor de relajacion
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Variacion de la solucién en la iteracion actual (Ax):

i(z(’”)g@ :_Z(E(@)

)_C(kH)

X

(k)

pr(k)

Factor de relajacién p

e Se utiliza para reducir el tamafio del salto de Newton.

* Se lo reduce hasta garantizar una disminucion del error. HZ(E(M))HSHJ_’(E(“)
 También se reduce para evitar inconsistencias matematicas en el nuevo valor /(x"")e®’




Método de Newton (Il)
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)_c(o)zgo; k=0, 0<p<l;i=1

(k+1)

X es solucion ]




MNA Método de Newton (Il - Scilab)
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function [solution, iter]=newtonrelax(fun, Jx, x0, rhoO, tol)
X =x0; itemax = ;errora =2*tol; iter=1; rho=rhoO;
while errora > tol
f=fun(x); errorl = (abs(f));
J = Ix(x);
dx = J\(-f);
xnew = x + dx;
f = fun(xnew); error2 = (abs(f));
i=1; imax=10;
while (error2 >=errorl || ~ (f))
xnew = X + (rho”i)*dx;
f = fun(xnew); error2 = (abs(f));
i=i+1;
if i >imax
(
solution = xnew;
end
end
X = Xnew;
f = fun(x); errora = max(abs(f))
iter = iter + 1;
if iter > itemax

(

solution = x;
end
end
solution = x;

endfunction

Eiemplo 4 en ScilLab



https://www.modeladoeningenieria.edu.ar/images/MatSup/2019/Utilizacion_de_fsolve_Ejemplo_04.docx
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Ejemplo para repaso
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.

x2+x12—xl—0.75=0

2
X, +3x,x, —x,” =0

- \/—x2+xl+0.75
Elx)= sz +x, )/(le )}

2x, —1

| Sx, —2x,

1

1+5x,

Funcion de aproximacion

Matriz jacobiana




