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CAPITULO IV

SISTEMASDE ECUACIONESDE GRAN
DIMENSION Y POCO DENSOS

Por
Nicolas José Scenna

IV.1  INTRODUCCION

En general, e model o de una planta compl eta contiene miles de ecuaciones
e incignitas. Mas aln, un problema de disefio involucra un ndmero
significativamente mayor de incognitas que de ecuaciones, siendo su diferencia los
grados de libertad que deben especificarse para definir un sistema compatible (igual
nimero de incognitas que de ecuaciones). Existen numerosas alternativas para
redlizar estaasignacion. Como severamasade ante, necesitamosal goritmosprécticos
gue nospermitan realizar latarea, masalin si 1o debemos hacer computaci onalmente
(algoritmicamente). Por otra parte, dado que deben manegjarse miles de ecuaciones,
eslaunicaformaderedlizarlo.

Es por ello que necesitamos herramientas numéricas pararesolver sistemas
de ecuaciones no lineales de gran dimensién, que sean |o suficientemente eficientes
como pararesolverlas rgpidamentey sin problemas de al macenamiento en memoria.
Este problema es tipico tanto en simulacion estacionaria como dinamica.

Dentro de este contexto, en las primeras secciones analizaremos métodos
numéricos apropi ados para s stemas de ecuaciones no lineales, que por otraparte son
una continuacion de los vistos en @ capitulo anterior. En la segunda parte de este
capitulo, se estudiaran métodos apropiados para resolver grandes sistemas de
ecuaciones tomando ventagja de su estructura particular. Ademas, dado que un
simulador se basa en programar un modelo parala planta a simular y dado que éste
estd congtituido por un sistema de ecuaciones, es ldgico establecer una
correspondencia entre el tratamiento de un sistema de ecuacionesy su relacion con
los simuladores especificos. En |a segunda parte de este capitulo se haran evidentes
estas intimas relaciones. En efecto, s realizamaos un cambio gradual en € lenguaje,
podremos abordar a sistema, no solamente como un conjunto de simbolos
matematicas, sino como la representacion dela plantaa simular.

V.2 RESOLUCION NUMERICA DE SISTEMAS DE ECUACIONESNO
LINEALES
En d capitulo anterior se han visto técnicas que permiten la solucién
numeérica de sistemas de ecuaciones lineales y ademés se analizaron métodos para

M odelado, Simulacién y Optimizacion de Procesos Quimicos
Autor: Nicolds J. Scennay cal.
ISBN: 950-42-0022-2 - ©1999



Cap. IV - Pag. 118

resolver ecuaciones no lineales, que pueden generalizarse para aplicarlos a sistemas
de ecuaciones no lineales. Dado que muchos de los métodos més importantes
(cuadréticos) recurren alalinealizacion (proponiendo una secuencia de problemas
lineales), nosseran muy Utileslas metodol ogias yavistas para sistemas de ecuaci ones
lineales.

La gran mayoria de los modelos correspondientes a procesos quimicos
involucran sistemas de ecuaciones no lineales; por 1o tanto resulta imprescindible
desarrollar métodos €ficientes, tanto desdeel punto devistadelaconvergencia, como
del tiempo de cdmputo involucrado. Existen en la bibliografia un gran nimero de
algoritmos destinados a la solucién numérica de sistemas de ecuaciones no lineales.
Aqui analizaremosunospocos, losmas utilizadosen lapréctica. Nuevamente, al igual
gue lo hicimos en d capitulo anterior, se daran las pautas minimas para lograr
comprender |os basamentos conceptuales y poder aplicar los principales algoritmos
pararesolver problemas especificos. No se revisarén los teoremas que sustentan los
principios utilizados, asi como la demostracion del orden de convergencia y las
condiciones para las cual es éstos convergen.

El lector interesado en estos temas, a igual que en complementar los
conocimientos aqui incorporados, deberd recurrir ala bibliografia recomendada al
final del capitulo.

IV.2.1 Métodos de Newton-Raphson. Linealizacion

Sea un sistema de ecuaciones no lineales f (x) = 0. S se procede a la
expansion en seriede Taylor delafuncion f (x) alrededor del puntox™ / f (x*) = O
tenemos:

2,

* a.I:I * 0 fi *\2
) =fX) +| —| X-X) +[—| E-X) + ..+
* ox’ &)

i=1 .,N;j=1 .. N=dmensodn del sstema

donde los términos entre paréntesis representan matrices. A la matriz que contiene
alas primeras derivadas se la conoce como matriz Jacobiana,

of; . .
g[—]conll,...,N;Jl,...,N (2

ax].

y esunamatriz cuadrada de orden N que contiene laderivada detodasy cada unade
las funciones f;, respecto de todas y cada una de las variables x;.
Si X" eslaaproximacion delaraiz f (x*) = 0, unaaproximacion lineal de
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dichafuncién, L (X), puede escribirse:

L (X)

I
—
~—~
>
*
N—r
+
ll
~—~
bed
[
>
*
N—r
I

O hien:

X =x -J'. f(x) (©)

Luego, cualquier X en la iteracion k se obtiene aplicando la ecuacion
anterior; con lo cual nos queda para las sucesivas aproximaciones alaraiz X',

Xl = k- 371 (3 (4)

El Jacobiano debe evaluarse en x = x y @ exponente negativo indica
inversion de la matriz.

Lainterpretacion de esta ecuacion ya lavimaos en € Capitulo I11, que para
una variable implica la recta tangente a la funcion f (x) en x*, tomada como
aproximacion lineal de la verdadera funcion. Aqui € concepto es el mismo, pero
ahora es un hiperplano e que aproxima la funcion en € punto x*. Este método es
conocido como método de Newton-Raphson. Luego, en cada iteracion, segun la
Ecuacion (4), debe calcularse @ Jacobiano J 'y la matriz inversa gl, para luego
proceder ala multiplicacion indicada gl. f (X), que siendo entre unamatriz de (N
x N) y un vector de (N x 1) resultaun vector (N x 1) que debe sustraerse del vector x*
para darnos x<*,

Otraforma de proceder es escribir € Sistema (4) de la siguiente forma:

J.AX = - f (X9 (5)

Aqui, dado que J y f son conocidos, tenemas un sistema de ecuaciones con J como
matriz de coeficientes, f como términosindependientesy Mk como vector incognita.

Si bien desde d punto devistaanalitico ambas expresi ones son equival entes,
desde € punto de vista numérico o procedural no lo son. En efecto, es conveniente
utilizar unau otra seguin sea d sistemaaresolver y como veremos més adelante, uno
delosfactores mésimportanteseslaestructurade sistema de ecuaciones, olo quees
lo mismo, de lamatriz de coeficientes J.

El Sistema (4) impone la inversion numérica de una matriz, paralo cual
existen varios algoritmos, los cuales serdn mas 0 menos convenientes segin las
caracteristicas de J. En cambio, para resolver €l Sistema (5) pueden utilizarse los
procedimientos de manipulacion de matrices (Gauss, etc.) vistos en e capitulo
anterior. En general, en la mayoria de los problemas utilizaremos una variante del
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método de eliminacion Gaussiana.

Debe remarcarse que este procedimiento de resolucion del sistema de
ecuaciones lineales debe realizarse para cada iteracion k, hasta lograr convergencia
y en distemas donde, por gemplo, N es mayor que 1000, exige un importante
consumo de tiempo y memoria (almacenamiento). Luego, todos los aspectos
discutidos en € capitulo anterior respecto de estos puntos adquieren superlativa
importancia. Mas adelante veremas dos gjemplos en los cuales se mostrara como
puede facilitarse enormemente e computo de los vectores AX en funcion de la
estructura particular de J.

Una caracteristica que debemos recordar sobre @ método de Newton-
Raphson (N-R) es que s noinicializamos en un punto préximo ala solucidn, puede
no converger; ademas, en general, se hace més lento a medida que avanza a la
solucion, pese aque € esfuerzo de evaluar |os Jacobianos, iteracion aiteracion, es el
mismo.

Por dltimo, amedldaqueel determinante de J tiende acero, losvaloresde
losincrementos AX pueden ser muy grandes, esdecir, fuerade escala. Pararesol ver
0 mitigar estos problemas se han propuesto muchas variantes, algunas con sustento
tedricoy otras con basamento empirico, con conoci miento provisto por laexperiencia.
Acercadeal gunaos procedi mientos queeviten problemascomolasmencionadosarriba
podemos citar un adecuado escalado de todos los coeficientes de la matriz J(esto
evita errores de redondeo o truncamiento), medianteladivision por constantesdelas
filas de la matriz y e uso del Jacobiano un cierto nimero de veces (mantener la
pendiente un cierto nimero de iteraciones), lo cual hace que € método ya no sea
estrictamente de orden dos pero evita d tiempo de computo del Jacobiano. Esta
estrategia da mejores resultados cuando estamos proximos a la convergencia.

Por otraparte, tamblen resulta Util acotar por un cierto pardmetro o = [0,1]
losincrementos cal culados AX , detal formadeevitar € disparo delosmcrementos
enlasvariablesindependientes. Otratecnl cacond steen acotar cadacomponentede AX AxK
pero esto sdlo es posible cuando la aplicacion fisica permite inferir ciertas
propiedades. Por giemplo, en una columna de destilacion todos |os incrementos de
temperaturaAT, pueden acotarse a 10°C en cada iteracion. Ademas, s las
correcciones hacen qued valor corregido (en gradosK elvin) seanegativo, seaplicara
un factor de reduccién mayor a incremento de tal forma de lograr una temperatura
positiva. Un criterio mas profundo, y ademas complementario, es plantear un
problemade optimizacién, detal formadeencontrar un factor deescalaa, ques bien
mantiene ladireccion del incremento AXX, modificalanormadel vector Ax* segln
e siguiente criterio.

Min || £ (¢ ¢ o AX) | ©)
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Esto es, lograr € factor de escalado o que permita € maximo descenso
posible (tiende a cero) de la funcidn f(a). Esto si bien favorece la velocidad de
convergencia, impone resolver un problemadeoptimizacion. Aunqueseadeunasola
variable, a, éste debe resolverse en cada iteracion. Otro método propuesto para
acelerar la convergencia, modificando a de N-R, es € de Broyden, que es muy
utilizado en simulacion de procesos, como se verd en € Capitulo (X). El méodo de
Broyden (1965) forma parte de una familia de métodos conocidos como cuasi-
Newtonianos, en los cuales se reemplazala matriz Jacobiana por una aproximacion
gue es adaptada en cada iteracion (de esta manera se ahorra tiempo de computo).

Xh = Xt B7 L 1 (X (7)
dondet* es un factor de escaladoy B eslaaproximacion de J. El factor t“ secalcula
de tal manera que f (xX* + tX AX) resulte minimo (similar a la variable o en la
Ecuacion (6)). Lamatriz B secal culaen funcion del pardmetrot®y lascorrecciones Ax
existiendo varias estrategias propuestas. Para un andlisis més profundo se remite al
lector ala bibliografia recomendada.

Ejemplo:
Sea |la ecuacion:

3N —x+L-0
X

definida parax > 0. Hallar unaraiz por d método de N-R.

Proponemos x, = 0.1 y tomamos como criterio de error o tolerancia
L f(X) | <1073,

Segln hemos visto, proceder de acuerdo a procedimiento iterativo N-R
implica suponer un valor inicial o semilla considerado como una aproximacion ala
solucion (raiz) buscada. El criterio de error |0 necesitamosyaquela seriede valores
consecutivosque generael métododebe, si esconvergente hacialasol ucion, detenerse
en algin momento, esto es, numéricamente debemosdecidir cuan cercadelasolucion
(tolerancia o error aceptable) queremos llegar.

Con d valorinicial supuestoy € criteriodeerror ya podemos comenzar con
la generacion de los sucesivas val ores (aproximaciones) alaraiz buscada. Paradlo
es conveniente derivar lafuncion, alos efectos de calcular facilmente la derivada en
cada iteracion.
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f(0.1) = 31In (0.1) + 10 - 0.1 - 2.99224

f (xy # 0O, luego:

X = Xy~ T

f (%))
Fog-=>-1-2L
X )(2

f' (%) =30 -1-100 - -71

2.99224
(-71)

f (x) = 1.04023 = O, luego :

X, =01 - = 0.142144

f (X
ST Gaap1ag 104023 (o

t (%) 29,3875

f (x,) = 0.26930 * O, luego:

X =%

f (x
10 garrman 02690 g 1gus

' (x,) (-15.8383)

3 2

f (x5 = 0.03439 = O, luego:

f (X
X, - X 0 oqoasas 003439 (g7

T () (-12.0012)

f (x,) = 7.720 10 < 10°®

Luego, x = 0.19741 es una de las raices dentro del criterio de tolerancia
establ ecido.Puede observarse que € valor x = 1 también es solucion. El lector puede

verificar intentando € proceso con una nueva inicializacion.

Ejemplo:
Sea d siguiente sistema:
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2
X; — X% =0

2x,-2=0

Hallar unaraiz aplicando € método de N-R. Para ello suponemos x° = (1,2),

J- 1:,11 1:,12 _ 2X1 N 2X2
f,21 f,22 2 0

fod) - -3

f (LO) =0

Luego, debemos calcular Ax*. Resolvemos d siguiente sistema:

E

2AX - 4Ax) =3

1
AXy

1
AX,

-0=AX - 0, Ax, - -0.75, luego:

X =1+0=1
X, =2 - 075 = 1.25
f, () = 1 - (L2572 = -0.5625

L) -2-2-0

Luego, parad célculo de Ax? resolvemos:
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2 -250] [A%*  [o.5625
2 0] |ax? B 0
2 Ax; ~ 2.50 Ax} = 0.5625

2A% = 0= A, = 0, AX} - 0.5625/(-2.50) - -0.225

1

2 1 2
X = Xt AXg

125 - 0.225 = 1.025

&
f,(¢) = 1 - (1.025) = - 0.050625
A -2-2-0
If(x?)| > 1072, luego resolvemos:

2 208| |AX?
2 0 Ax23

0

0.050625]

-2 A, - 2.05 Ax, = 0.050625

2A% =0= Ax =0, Ax; = - 0.02469 , luego:
x13 =1

X, = 1.025 - 0.02469 = 1.000307

f, (X = 1 - 1.00061 - - 6.14 10™*

f, (%) =0

luego, | f (x°) | < 1073. Entonces, € vector (1, 1.000307) es solucion del sistema
dado. Nétese que las solucion exacta es (1, 1).
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IV.2.2 Matrices Tridiagonales. M étodo de Thomas

Como anticipamos, existen sistemas de ecuaciones tales que por su
estructura, permiten procedimientos especiales que ahorran tiempo de computo y
permiten acotar o minimizar los errores. Sead siguiente sistemade ecuaciones, que
como severaen e Capitulo X esmuy importante en e model ado de equipos multiple
etapas en cascadas contracorriente, por gemplo, columnas de destilacion:

ag X ra,X+ 0+ 0 + 0 + . + 0 d,
Ay X T Ap X By Xt 0+ 0+ + 0 =4d,
0 +ag,p X, +ag X, +agX%X + 0 + . + 0 =d
: 8
O + s cine2 Xneo F Biinig Koo t @ Xy = Oy
L + 8 X oA, X, = d,
o en formamatricial compacta:
B,C, 0 0 0 o] [A ]| [o
A, B, C, O 0 0 AX, d,
0 A;,B; C; O 0 AX, d,
= )
o . . O0 . . ) )
0 . . AL By G| A% [Ghes
0 00 0 A B, AX d,

quesedenominamatriz tridiagonal, ocupandoloscoeficientes A, B, y C, loslugares
antes, en ladiagonal y posterior respectivamente. Es por ello que podemos obviar la
notacion de dos indices del Sistema (8 ) y escribirlo méas sencillamente segin
Sistema (9).

El Sistema de Ecuaciones (8) esun tipico caso queinvolucramatricesralas,
esto es, poco densas y de muy elevada dimension. En € Capitulo X veremos que
ciertas aplicaciones normalmente involucran miles de ecuaciones. Luego, debe
trabajarse eficientemente. Estoimplicados aspectos. El primero, evitar loserroresde
redondeo y eventualmente de truncamiento que se generan (s € procedimiento es
inadecuado) y € segundo es € tiempo de cdmputo.

Para ambos aspectos Thomas introduce un método €ficiente, que se basaen
la técnica de eliminacion Gaussiana vista en € capitulo anterior, pero tomando
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ventajadelaestructuraparticular del sistemaen andlisis(tridiagonal). Paralaprimer
fila(n = 1) tenemos:

B, x, + C X, = Dy (10)
de donde:
D, - C x
X, = —
) B, (12)

Sisedefinep, = C,/B, y q, = D,/B,, entonceslaEcuacion (10) seescribe:
1 11 1 1’1
=W - P % (12)

Comparando la Ecuacion (10) con la Ecuacion (12) vemos que los
coeficientes que acomparian alasincognitasson ahoraB, = 1y C, = p, ye valor
de D1 esahora (], . Tomando en cuentaestosvalores, y procediendo deigual manera
paran = 2 tenemos:

D, - C
XzAqu[ 2 ]X3

? B, - Ap B, - A p
S [lamamos:
D, -Aq
Q==
B, - A p
G,
p = - -
? B, - AP
Nos queda:
X = 0 ~ Pa X3 (13)

Nuevamente | os coeficientes ahoraresultan A, = 0, B, = 1, C, = p, y D, = q,.
En general los valores p, y (], pueden obtenerse seglin la siguiente ley de
recurrencia:
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— (14)
p. = 14
! Bn B An Pn-1
D, - A G, -

qn _ n An n 1 (15)
Bn B An Pn-1
gue conforman |os coeficientes genéricos para:
Xp = Oh — Pn Xha (16)

Las anteriores formulas permiten calcular p, y , desde 1 a (N-1) y
también qy. Paraladltimafilatenemas, despgando delaecuacion anterior (A = 0):

DN
X = . =
N B, On (17)
Por 1o tanto, luego de este proceso de operaciones elemental es aplicadas a todas las
filas, obtenemos dela dltima (N) € valor de x. Luego, a partir de x,, por € proceso
inverso, a partir de la Ecuacion (16), obtenemos todos los x,, desden = N - 1, hasta
1

Xp-1 = Oh-r ~ Pror %0 7 Tha (18)

Un gemplo numérico para la matriz tridiagonal es el siguiente. El lector puede
aplicar las férmulas recursivas anteriores para lograr la solucion del mismo.

i x,
340000 1
621000 0
012300/ s 3
001420 x| |1
000113 K 2
000022 1
L X6
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IV.2.3 Extension del M étodo de Thomas a Matrices Tridiagonales en Bloque
Sea d siguiente sistema:

B,C, 0 0 0 0} K [g
ABC O 0 0| | |E
0OAB C 0 0] [ -F
=3 =3 =3 3 | _ 3 (19)
o . . 0 .
X -E
0 én—l én—l ;n—l —n-1 —n-1
X | |E
_0 00 0 A B | B n

donde A, By C son matricesde (mx m) y ademas x y F son vectores de dimension m;
sepuededemostrar que puedeoperarseen formasimilar al algoritmo de Thomaspara
resolver unamatriz tridiagonal pero ahoracon las submatricesy vectoresen lugar de
los escalares indicados en |as Ecuaciones (14) a (18).

Genéricamente, podemos plantear queel rol de A, B,, C,, D, y x, ahora
locumplen A, B, C, - E y X , respectivamente. En efecto, aplicando & mismo
razonamientd'ant®riof, parala primer fila tenemos:

é]_ X1 " ;1 X2 - El

_ _p1 _
X =-B'F, -C X)

_ _Rp-1 _ -1
X - -B'F -(B'C)X
reordenando tenemos:

-1 _ -1

X +(B'C)X - B'F

donde | eslamatriz identidad.
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Siguiendo e mismorazonamientoanterior y operandoagebrai camente, para
lasfilas 2 a N-1, tenemos para la transformacion de las matrices de | os coeficientes
el siguiente reemplazo:
cC-B-AcC)'c
-n -n -n

=n =n-1
F-B-AC)(E-AE);A-0,B -1
n =h  Th Th-1 h S Tl =, =n =
Paraladltimafila, B <« 1y A < Q.Luego:
= =7 =y =
X, -~ K (20)

donde se procede al siguiente reemplazo (seglin las ecuaciones vistas arriba):

— — _1 -
Ev- B, -AC ) E -AE) (21)

Obteniendo € valor del vector Xy, a igual que en e caso anterior, por medio del
camino inverso, calculamos los Xy ; ..., X, dela siguiente forma:

X, - € CE.)

-n

(22)
conn=(N-12),(N-2),.,1

y obtenemos la solucién del sistema paso a paso.
Por gemplo, & siguientesi stemadeecuaci onesrepresentando por unamatriz
de coeficientes de forma tridiagonal en bloques:

73 4211 0 0 00
12303-1000
409312 000 0
311463000 21 1
12432 0 413 x| -
430218 010 X 2
00073 2 645 °
000000 631 1
00000 4 341 2|

puederesol verse seguin € algoritmo planteado. Esto implicaencontrar losvaloresdel

de (Xl, XZ, X?’)aconxl = (X]_! X21 X3) 1 XZ = (X4 1 X51 X6)1 y X?’ = (X71 Xga X9)
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IV.2.4 Método de Sustitucion Directa o Aproximaciones Sucesivas

En & capitulo anterior vimos que para una ecuacion no lineal de una
incdgnita, eraposible, explicitando lavariableindependiente, generar una secuencia
devalorestales que sellegara, s € método converge, ala solucion (raiz) buscada.

También vimos que para acelerar la convergencia es posible introducir
ciertas modificaciones en € procedimiento. Uno de los métodos estudiados fue €
propuesto por Wegstein. Aqui veremosqueestosmétodosson directamente aplicables
a sistemas de ecuaciones no lineales.

Sea d sistema:
f =0
Seexplicita x tal que:
X-E®X-=0
esto es:
X=E (X

Luego, d agoritmo de sustitucion directa propone la siguiente secuencia:

x™ - E (x7) (23)

que converge si se cumple:

| x™ - x"| <e (24)

donde & es una tolerancia especificada.

Se puede probar quesi € determinantedel Jacobianodelafuncion E (x) es
menor que la unidad en la regién de trabgjo en @ entorno del punto solucién
X'/F (x*) = 0, e método converge.

Aqui también selograaced erar lavel ocidad de convergenciasegun € método
de Wegstein. Para ello se procede de la mismaformaindicada en la Seccion (111.3).
En efecto, la Ecuacion (111.23) se escribe ahora:

x"=Qx"t+(L-0Q x" (25a)

x™ = F (") (25b)
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dondeloselementosde ; 0; ! secalculan en cadaiteracion i paracadacomponente
j=1, .., Nsegin:

(26)

R @7

El factor de correccidn g ' debe calcularse para cada componente en cada iteracion.
Nuevamente, para € inicio d método se recurre a método convenciona de
sustitucion directa:

Sea: x'-xly x%-x?
3 2

N | -

VV] = 2 1 ’ 1:11 1N
X - X

con
2
XX
5 5 T 0 0 . 0
X;© - 2%+ X
3 2
X =X
0 5 5 0 . 0
Q- X" = 2 %+ X
3 2
XN XN
0 0 .. 0 5 5 T
Xy — 2 Xy XN

Paraunaiteracion genérica, k,losnuevosvaloresde x secal culan deacuerdo
con las Ecuaciones (25a) y (25b), teniendo en cuenta quelosvaloresde la matriz ;
Q; ., deben actualizarse en cada iteracion seglin las Ecuaciones (26) y (27).
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Ejemplo:
Sea d siguiente sistema:

x, In(x) - x +x2 2 -0
X In@Bx) +x%x-1=0

con X, > 0, X, > 0. Resolverlo mediante e procedimiento de sustitucion directa.

Solucion:
Se comienza explicitando € vector x = (x;, X,) = E (X)

X, = X Inx, + x e Y
X =1 - % In(3x)

Sead vector inicial x° (inicializacion) = (0, 2), entonces x* = F (x).
X =0+ 0?=0
X, =1-0=1

Aqui vemos que x* = x° , luego d vector (0,1) no es solucion del sistema.

¥ = F (x
XX =0+0-=0
X2 =1-0=1

Luego x> = x!. Esto implica que x = (0,1) es solucion del sistema de ecuaciones
analizado. Si probamos con otro punto dearranque, (por gemplo (0.5,0.5)), tenemos:
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x'=F (x9
X, = 051In (0.5) + 0.5 - 0.653426
X, =1 -05In (15 - 0797267

1

xt = x°, luego calculamos x? = F (x%)

x. = 0.653426
x; = 0.797267

Luego, calculamos X3,

X, - 0.653426 In (0.797267) + 0.653426(0.797267-0653426) y _ () 792584
Xy = 1 - 0.653426 In (2.39180) - 0.430181

X+ x*, luego:

x; = 0.792584 In (0.430181) = 0.792584040181-07925849) _ (419310
X, =1 - 0.792584 In (1.290543) = 0.79784

x, = 0.419310 In (0.79784) + 0.41931079784-041%310) _ ( 624945

X, = 1 - 0.419310 In (2.39352) = 0.6340404

Siendo las soluciones mas aproximadas:

X, = 0.68282645357897
X, = 0.59936582123074

Que hacen que las funciones valgan:

fi(x,%,) = 9+107*  f (x,x) = -1.1+107

Ejemplo:
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x3=qx?+(@Q-qx®

Célculodeq:
3 _ 2 _
wo X3 - x? 261505 - 227951 _ | si001g
%2 - x! 227951 - 1.73205

q = Ll - -1.583434

W -
X, = (-1.583434) 2.27951 + (2.583434) (2.61505) = 3.14635
x4 =F (3 = 30723

=gx>+ (1-qx*

_ 3 _
wo X4-Xx® 30723 - 261505 _ (conry
33 _ x2 314635 - 2.27951
q-—"_ 11401
w-1

x4 = (-1.1401) (3.14635) + (2.1401) 3.0723 = 2.9878

X% =F (x*% = 299393
5 - x*| = 00613 # 0, entonces:

5 _ 4 _
w e x* _ 299393 - 30723 _ 00
X4 - x3 29878 - 3.14635

q=—— = -101137
w-1

X% = (-1.01137) 2.9878 + (-2.01137) 2.99393 - 3.00011
x% = F (x°) = 3.000056

Ix6 - X°| <1073

Luego, 3.000056 esraiz delaf (x) dada. Delamismamanera, puede g ercitar
al lector el procedimiento de Wegstein parael sistemadel ejemplo anterior, teniendo
en cuenta que a existir ahora dos variables, losfactores qy w deben calcularse para
cada una de ellas. N6tese que aqui se ha reducido sustancialmente el nimero de
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iteraciones respecto a método de sustitucién directa, esto es, se ha acelerado €l
proceso de convergencia. Sin embargo, acelerar laconvergenciano implicaquesi el
método de sustitucion directa no converge, si lo harael procedimiento de Wegstein.

IV.3 ANALISIS ESTRUCTURAL DE SISTEMAS DE ELEVADA

DIMENSION

Resulta claro que los métodos numéricos discutidos en las secciones
anteriores o en el Capitulo |11 son idéneos paralaresolucion de los sistemas que aqui
discutimos. No obstante, en adelante nos centraremos en |os aspectos estructuralesy
en el andlisis de cdmo tomar ventgjas de la topologia particular del sistema de
ecuaciones, de tal manera de lograr un método de resolucion eficiente.

Una estrategia adecuada para este tipo de problemas, seglin algunos de los
ejemplos ya vistos, es particionarlo en subsistemas independientes, tales que al ser
resueltos cada uno de ellos en un orden particular, permitan la solucién global del
sistemade ecuacionesdado. Recordemos que estaestrategiayafue mencionadaenlos
Capitulos | y I, para distintos tipos de problemas. Aqui veremos que nuevamente la
representacion matricial y por grafos resultard ventajosa para nuestros propdsitos.

Una forma de modelar el sistema es plantear |a representacion del mismo
mediante la llamada matriz de ocurrencia o incidencia, que por definicion es un
arreglo de n filas y n columnas (suponemos un sistema compatible) donde cada fila
representaunaecuaciony cadacolumnaunaincognitao variable. De estaforma, cada
elemento en lamatriz puede tomar los valores cero o uno, si es que parael elemento
a;; existe una vinculacion entre lafuncion i y lavariablej , caso contrario, a; = 0.

Sea por ejemplo €l siguiente sistema:

f, (x) = 0

f, x,x) =0

fy (%, %, %;) = 0 (28)
f, (X, X X5, %) =0

fo (X, X5 X5 X, %) = 0

Aqui lamatriz de incidencia u ocurrenciaeslaindicadaen laFigura(lV.1),
gue se obtiene directamente de la definicidn de la misma, esto es, considerando en
filas y columnas las funciones y variables respectivamente, y en cada posicién se
indicara si existe o no relacion entre ellas.
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X, X, Xq X, Xs
f, 1

f, 1 1

f, 1 1

f, 1 1 1

f 1 1 1 1 1

FiguralV.1l: Matriz de ocurrencias del sistema de ecuaciones. (28)

Se define como variable de salida de una ecuacion a una variable asignada
alamisma, tal que se supone puede calcularse a partir de conocer €l valor de las
demas variables contenidas en dicha ecuacion. Se prescinde del hecho que pueda
explicitarse, 0o deba procederse en forma iterativa con algunos de los métodos
discutidos en €l capitulo anterior.

Si tomamos €l listado de pares (x;, f;), correspondientes a cada asignacion
realizada, tenemos el conjunto de salida. Debe respetarse para esta definicion, el
siguiente principio: Cada ecuacion debe tener asignada una y sélo una variable de
salida, mientras que cada variable es variable de salida de unay solo una ecuacién.

Es evidente que a necesitarse para el calculo de cada variable de salida x; €l
valor delasdemés variables que estan contenidas en f;, toda asignacién de un conjunto
de salida define un orden o secuenciaen lacual e sistema de ecuaciones es resuelto.

IV.3.1 Algoritmo de Steward para la Determinacién del Conjunto de Salida

En d afio 1962 Steward propuso un método para determinar un posible
conjunto de salida, utilizando lamatriz deincidencia. Aqui solo discutiremos algunos
detalles del algoritmo, sugiriendo a lector interesado la lectura de la bibliografia
citadaparaprofundizar el tema. Laincidenciase obtiene paraunafuncién (fila) como
€l nimero de variables que involucray paraunavariable, por € nimero de funciones
en laque participa (columna).

Laidea basica del método es tomar lafila (columna) con menor nimero de
incidencia, lo cual implica que de la ecuacién que depende del menor nimero de
incognitas (o aternativamente, laincognita afecta el menor nimero de ecuaciones)
y delafilaen cuestion (o columna) se selecciona el elemento que pertenezca a una
columna (fila) con el menor nimero de incidencia. De esta manera se asigna la
variablerepresentada por tal columnaalaecuacion asociadaalafilacorrespondiente.
Luego, se eliminan de lamatriz ambas, filay columna, prosiguiendo con el algoritmo
hasta que se reduzca la matriz a la dimension unitaria. El procedimiento se
comprenderamejor con un €jemplo, por caso el sistemade ecuaciones cuyamatriz de
ocurrencia es la indicada en la Figura (1V.1). La fila con €l menor nimero de
incidenciaeslaprimera(uno), correspondientealavariablex,. Seasignax, _ f;, luego
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se eliminadichafilay columna, obteniéndose la matriz delaFigura. (1V.2).

X, Xa X, Xs
f, 1

f, 1 1

f, 1 1 1

f, 1 1 1 1

Figura 1V.2: Matriz de ocurrencias resultante luego de eliminar lafila 1 y lacolumna 1 de la
matriz de ocurrencias de la Figura (1V.1).

Nuevamente, lafilade menor incidencia es la primera con uno, siendo x, -

f,. Luego, a eliminar fila 'y columna, queda una matriz de orden 3, que por la
estructura de la matriz de incidencia se comprende claramente que implicara las
siguientes asignaciones:

f3= X

f4= X4

fs= Xs
Esta asignacién del conjunto de salida implica un orden de resolucion que puede
indicarse segin la Figura (1V.3).

m
() e (1) 2= (1) - -
X, X3

X3

FiguralV.3: Orden de resolucién del sistema de ecuaciones.

Puede notarse que en este caso se encuentra una secuencia de resolucion
aciclica. En general, cuando la estructura de la matriz de ocurrencia es diagonal, o
triangular como en este caso, es fécil demostrar que existir4 una secuencia de
resolucion aciclica, esto es, sin necesidad de recurrir a variables de iteracion o
iteradoras. Asimismo, puede demostrarse que esposibleresolver el sistemaecuacion
aecuacion (variable avariable) sin necesidad de resolver subsistemas de ecuaciones
simultaneas siguiendo un orden dado.

Ejemplo:
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Sea  siguiente sistema:

fL O X X3 Xy %)

f, (% %1 %)

fy (%, X5 X,) (29

f, (X, X, %)

fs 0 X5 X %)
cuya matriz de ocurrencia se indicaen la Figura (1V.4):
Xy X5 X3 Xy X5

f, 1 1 1 1 1
f, 1 1 1
fs 1 1 1
f, 1 1 1
f 1 1 1 1

FiguralV.4: Matriz de incidencia del Sistema de Ecuaciones (29).

Lafilacon el menor nimero de incidenciaesla 3. En cambio paralas columnas esla
2, parax,;. Luego, operando en la columna x,, f, tiene menor incidencia 3 que f,, por

lotanto seasignaax,, f, - X;. Se eliminan filay columna, resultando la matriz de la
Figura (1V.5):

X5 X3 X4 Xs
f, 1 1 1 1
f, 1 1 1
f 1 1 1

fs 1 1 1 1

FiguralV.5: Matriz de ocurrencialuego de eliminar x, y f, delaFigura (1V.4).

Paralasfilaslamenor incidenciaes 3 (f, y f5). Lo mismo paralas columnas (3 paraxs
y X,). Elegimos f,, asignando x; (incidencia 3), f, - Xs; luego, eliminando fila y
columna, nos queda (Figura (1V.6)):
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X, X3 X4
f, 1 1 1
f 1 1 1
f 1 1 1

FiguralV.6: Matriz de incidencia luego de eliminar f, y x; de laFigura (1V.5).

Lasfuncionesf,, f; y f; forman parte de una particién o subconjunto que debe
resolverse en forma simultdnea. Aqui podemos redlizar una asignacion arbitraria
(f3=x3), (f;=%,), (f-~x,). Luego, el orden de resolucion o secuencia resulta seglin se
indicaen laFigura(IV.7):

FiguralV.7: Orden de resolucion del sistema de Ecuaciones (29).

Como se observa en la Figura (1V.7), el subconjunto(f,, f;, f;) debe
resolverse simultdneamente, habiéndose solucionado primero lasrestantes ecuaciones.
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Estoimplica, seglin vimosen el Capitulo 111 un orden cuadrético de convergencia. Sin
embargo, podemos linealizar € sistema, (rasgar), introduciendo variables de corte
(iteradoras) que permitan resolverlo en forma aciclica.

Esta estrategiareemplazalaresolucién del sistema en formasimultdnea por
una secuencia dada (f,, f;, f;) modificando el orden cuadrético por uno menor
(sustitucién directa, Wegstein, etc.).

M as adel ante se discutiran métodos pararasgar un sistemade ecuaciones. En
lo inmediato nos centraremos en € siguiente problema: Dado un modelo para un
proceso o equi po especifico, notaremos que generalmente contiene més variables que
ecuaciones, por lo cual algunas deben especificarse. Luego, debemostomar un criterio
para hacerlo.

IV.3.2 Egspecificaciones de Variablesy Grados de Libertad de un Sistema de
Ecuaciones
Sea el siguiente sistema de ecuaciones:
fi (X X X3, X)) =0
f, (%5, X, %) =0 (30)
fy X Xe X)) =0

gue puede ser representado seglin d siguiente esquema (que mas adel ante llamaremos
grafo bipartito):

FiguralV.8

Aqui existen nodos que representan alas funcionesy otros que representan
alas variables. Los arcos simplemente indican que lavariable x; estd vinculada a la
ecuacion f. Dado que existen 6 variables y 3 ecuaciones, tenemos 3 variables a
especificar detal maneradelograr un sistemacompatible. No obstante, existen varias
opciones para asignar las mencionadas variables. Por gemplo, sea € conjunto
especificado @l (x5, X5, X,). De acuerdo aesto, el diagramanos queda de la siguiente
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forma:

(®) (%) (%)

| | |

© () ()

FiguralV 9 Sdemaluggocelasggredonde (X, Xs, X,)
como variables especificadas.

Luego, existe una secuencia aciclica sin necesidad de iterar ya que conocidas las
variables especificadas se puede resolver en dicha forma. El esquema de orden de
resolucion es (ver Figura (1V.10)):

FiguralV.10: Orden de resolucién del sistema de ecuaciones.

gue surge simplemente por andlisis de la Figura 1V.8. Sin embargo, no es el
mencionado el Unico conjunto de asignaciones que puede realizarse.

En efecto, si en cambio el conjunto especificado fuera (x;, x,, Xg), tenemos
€l siguiente esquemaderesolucion (ver Figura(1V.11)) y de asignacionesde variables
(ver Figura (1V.12)):
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() (%) (%)

| | |

© () ()

FiguralV.11: SistemadelaFigura(lV.9) luego
delaasignacion de (x5, X, Xg).

Figura 1V.12: Orden de resolucion para el Sistema
(30) luego de la asignacién indicada en la Figura
(1IV.12).

Por ultimo, especificando (x;, X,, Xs) tenemos (ver Figura(1V.13)):

FiguralV.13; Orden deresolucion del Sistema (30) luego
delaasignacion(x;, X,, Xs)-

Aqui resulta en una secuencia ciclica de resolucién, esto es, deberan
resolverse simultaneamente f; y f,, o bien suponerseunvalor parax, o x, eiterarse
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secuencialmente hasta lograr convergencia, segin los métodos analizados en €l
capitulo anterior.

El lector puede probar, como g ercitacion, quelaespecificacion o asignacion
(X, X, Xg) Nosllevaauna secuencia aciclica.

Como conclusion, puede apreciarse que la eleccion de un conjunto de
variables para ser especificadas no es neutra, sino que seglin se larealiza, €l sistema
resultante podrao no ser resuel to secuencialmente,o en otras palabras, existeun grado
de dificultad inherente que depende estrictamente del modo en que se han realizado
las asignaciones. Dado que en sistemas de elevada dimension es muy dificil deducir
como especificar dicho conjunto, de maneratal deminimizar el esfuerzo pararesolver
luego € sistema, se han propuesto numerosos algoritmos pararealizar dichatarea.

Enlaproximaseccion andizaremosel algoritmo de Lee, Christenseny Rudd,
paratal fin. Se planteard el problema tendiendo progresivamente aligar €l concepto
de sistema de ecuaciones con simulacion, ya que basicamente, segin ya sabemos, |la
simulacién de un proceso consiste en implementar el modelo del mismo (sistemade
ecuaciones) enun algoritmo computacional y resolverlo, proponiendo valoresaciertas
variables de entrada para obtener las correspondientes a las de salida (resultados de
lasimulacion).

Como hemos mencionado en el Capitulo |, todo proceso, equipo y/u
operacion puede representase a través de un modelo que puede poseer diversas
caracteristicas, segun sea el problemaaresolver. S enfrentamos la resolucion de los
balances de materia y energia de un sistema, |0 mas comun es que el modelo estara
compuesto por un sistema de ecuaciones agebraicas s representamos el
comportamiento en estado estacionario y ademés trabajamos con parametros
concentrados; esto es, no nos interesan como el caso de un reactor tanque agitado, las
variacion de las propiedades ni en €l espacio ni en el tiempo, ya que de lo contrario
necesitamos ecuaciones diferencial es a derivadas parciales.

Dentro de este contexto, muy preliminarmente, podemos decir que simular
un equipo o un proceso significa implementar el modelo que lo representa
computacionalmente y a partir de dicho programa/sistema computacional, proponer
los valores, variables o parametros de entrada para obtener los resultados de interés.

Los datos de entrada pueden ser |0s parametros operativos de 10s equipos
(nimeros de etapas, caracteristicas de la torre de destilacion, areas de intercambio,
etc.) y las caracteristicas de las corrientes de alimentacidn a equipo/proceso, tales
como caudales, temperaturas, presionesy composiciones de cadauna. Los resultados
podrian ser todas las corrientes intermedias y las salidas a la planta, los perfiles
internosen lastorresdedestilacion, los serviciosde calentamientoy enfriamiento, etc.

Resulta necesario comprender cdmo desarrollar modelos y ademés como
enfrentar la solucién de los mismos. Aqui nos ocuparemos en particular de la
estructura del sistema de ecuaciones algebraicas resultante y los procedimientos
apropiados para encarar la solucion de los grandes sistemas, que, en general,
involucran variables de iteracién y ademas requieren procedimientos de particionado

M odelado, Simulacién y Optimizacion de Procesos Quimicos
Autor: Nicolas J. Scennay col.
SBN: 950-42-0022-2 - ©1999



Cap. IV - Pag. 144

del sistema en subsistemas de més fécil solucion.
En general, un sistema de ecuaciones tiene laforma:
fi (xl, DS )_(n) =0 ; i=1 ..,M (31)
Entonces, los grados de libertad del sistema se definen como la diferencia
entre el nimero de variables menos el de ecuaciones:

Gl =n-m (32

Ya mencionamos que se tiene un mayor nimero de variables que de
ecuaciones a plantear el modelo de un equipo o proceso. Por o tanto, para obtener
un sistemacompatible, deberan especificarse Gt variables, detal formadelograr igual
ndmero de ecuaciones que de incognitas.

El problema radica en que existen numerosas variantes para asignar estas
variables, si suponemos € planteo general en el cual todas las variables son
desconocidas o factibles de ser especificadas. Se puede facilmente demostrar que €l
numero de posibles combinaciones para asignar los Gt grados de libertad responde a
la siguiente expresion:

o n _(n} _n
NA = Co = (Gﬁ) m G (33)

Este nimero dealternativasesmuy grande pero en laprécticaestan limitadas
por criterios fisicos a esquemas realistas de aplicacion.

IV.3.3 Algoritmos para Seleccién de Variables a Especificar

Lee, Christensen y Rudd introdujeron un algoritmo para la seleccion de
variablesdetal formadelograr unasecuenciaaciclicade resolucion (sin iteraciones).
Seintroduce parael modelado el grafo bipartito. Este se construye definiendo nodos
f (funciones) y nodos v (variables). De este modo, los arcos dirigidos conectan las
ecuaciones con las variables relacionadas.

EnlaFigura(1V.14) vemos un ejemplo de grafo bipartito correspondiente al
sistemade ecuaciones(34). Como se observa, los nodos superioresrepresentan acada
funcién, mientras que los nodos inferiores (v) representan alas variables. Dado que,
por gemplo, f, estévinculado con lasvariablesv, y v, enlafigural V.14 existen arcos
gue vinculan dichos nodos.
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Ji vy v3, ) 70
fo (v v9) T 0
S (s, ve) T 0

Sy Vv vs) 70

(34

Se define como grado local al nimero de corrientes ligadas a cada nodo (n).
Por ejemplo, en la Figura (IV.14) el grado local para v, n(v)) " 1. El método se
basa, segin Osteward, en las siguientes consideraciones:

< Cada ecuacion contiene exactamente una variable de salida.
< Cada variable aparece como elemento de salida en solamente una ecuacion.

Por otra parte, las ecuaciones de grado uno f; (x) © 0 no agregan
informacion, ya que si existe una solucion real y Uinica x, " ¢, ésta es la variable
determinada, por lo que se eliminan del tratamiento en la Figura (IV.14).

A continuacion aplicaremos el algoritmo al sistema de la Figura (IV.14), esto
es, el Sistema de Ecuaciones (34).

Figura IV.14: Grafo que representa al Sistema de Ecuaciones (34).

Ejemplo de aplicacion del algoritmo:

Existe n(f) " 1 ?

No, no hay funciones y variables a eliminar.

n) " 172

Si, v,, entonces f,6v,; luego, asignando v, como variable de salida de fl , el grafo
de la Figura (IV.14) queda, segun se observa en la Figura (IV.15):
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Notese que también podria (entre otras) realizarse la asignacion f, - v,. Para una
adecuada decisién, debemos conocer més informacion acerca dd sistema.

FiguralV.15: Grafo luego de éiminar v, y f,.

o(v) = 1?
Si, JVZ, entonces f,~V,; luego tenemos € siguiente grafo bipartito (Figura (1V.16)):

FiguralV.16: Grafo luego de eliminar f, y v,.

(p(vj) =1 ?Si, V,; luego resulta e siguiente grafo (ver Figura (1V.17)):
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FiguralV.17: Grafo luego de éiminar f, y v;.

@(v) = 1 ?Si, Vg; luego fy - Ve
@(v) = 1 ?No.

o(v) = 0280, (v, , V).
Quedan f. ?No, - sistema aciclico.

Vemos que € sistema de Ecuaciones (34) tiene 6 - 4 = 2 grados de libertad.
Aqui e algoritmo nos permitelaseleccién (entrelasvariasalternativasposibles), que
nos brinda una secuencia de resolucion de minima dificultad, en este caso, aciclica

Se ha supuesto que cualquier variable de salida €l egida se puede explicitar
de today cualquier ecuacion. Por otra parte, no se utilizd conocimiento heuristico
(informacién adicional) sobrelaconvenienciadeligar unavariablede salida con una
funcidn, sdlo se utilizé € criterio de seleccionar |a primer variable de izquierda a
derecha, segln una hipotética implementacion (listado de nodos) en un algoritmo
computacional. Este criterio puede mejorarse, pero se requiere algin tipo de
informacién adicional, segin mencionamos en e péarrafo anterior. Este algoritmo,
someramente expuesto a través del giemplo, concluye cuando, o bien genera una
secuenciaaciclica, o bien seencuentran ciclosirreductiblesquedeben ser analizados
bajo otro enfoque.

A continuacin seexpondraun nuevo empl o, y luego sedi scutirdn aspectos
de los casos que presentan ciclos.

Ejemplo:

Sead sistemadelaFigura(lV.18). Aqui serepresentaun conjunto deductos
gue se unen en un Unico conducto, contemplando las variabl es rel acionadas con cada
corriente. Se pretende generar e modelo, (sistema de ecuaciones) y encontrar un
conjunto de variables aespecificar detal forma quelasecuenciade resolucion resulte
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conveniente.

Fio, T1, Py

F21T21P2 F41T41P4

Fi, T3, Ps

FiguralV.18: Esguemadel sistemaamodelar.

Hipdtesis:

> Sistema adiabatico y estacionario.

> Carierias de igual seccién y altura equivalente (trabgjo de la fuerza de
gravedad despreciable).

> Pérdidas de carga despreciables.

> Densidad de los fluidos constante. Fluido puro.

> Trabajo de las fuerzas de presion despreciable. Las presiones de las

corrientes de entrada y salida son iguales.

Balance de materia:

fp-=F +F+F-F =0 (35)

Balance de energia:

f,=F H +F,H, +F;H; -F,H, =0 (36)
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Ecuaciones constitutivas;
f;=H (T, P) =0

f,=H, (T, P) =0

(37)
fo = Hy (T P = 0

fg = H, (T, P) = 0

En funcion de las hipétesis asumidas, podemaos suponer que la presion de
descarga esigual alasdela corriente de entrada, esto es:

P,=P,=P,=P, - P

Por o tanto, las ecuaci ones anteriores pueden expresarse segln € siguiente sistema:

f, (F, Fp, F3, F) = 0
f, (F, H, F,, H,, Fy Hy, Fyy HY = 0

f;(H, T, P) =0
(38)

f,(H, T,,P) =0
fs(Hy, T, P) =0
fe(H, T, P) =0

Tenemos por lotanto 6 ecuacionesy 13 incégnitas por 1o quedisponemosde
7 grados de libertad, variables de disefio o variables a especificar. Por otra parte, en
€l caso general, las variantes para especificar son:

(13) B
7 6! 7!

Como se observa, son enormes las variantes, pese a este problema sencillo;
pensemos en un planta compl eta, con miles de ecuacioneseincognitas. Las variables
a especificar dependerén del problema a resolver. Por gemplo, sea € caso que
guerramos calcular las variables de salida, conocidas|as de entrada. De esta manera,
las seis variables a especificar deberdn surgir del conjunto:
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(F, Fp Fg Ty T, T, Py, Py, P3). Seglin vimos, basta con las seis primerasy un
dato de presion, , ya que asumimos todas |as presiones equival entes.

Si bien este conjunto de especificacionessurgedelaconvenienciaal conocer
ciertas variables, no significa que sea la mejor aternativa para la secuencia de
resolucién (ciclica o iterativa vs. secuencia aciclica, esto es sin necesidad de
iteraciones). En laFigura (1V.19) se observa € grafo bipartito para este caso (v,=F,
Vo= F;, Vs=F3, V/=Fy, Vs=Hy, Ve=Hp, Vi=Hg, Ve=H,, Vo=Ty, Vi5,=T,, Viy=T;, Vio=T,,
V;=P):

Figura 1V.19: Grafo bipartito, Sistema de Ecuaciones (38).

Como hemos visto, d algoritmo de Lee, Christensen y Rudd permite determinar un
conjunto de asignaciones conveniente. Por |o tanto, en 1o que sigue aplicaremos €
procedimiento a los efectos de juzgar 1a especificacién arriba mencionada.

Aplicacién del algoritmo de Lee, Christensen y Rudd

o(f) = 1 2. No.
@p(v) = 1?.8i, vy = f; - vy. Resultapor lotanto & grafo de la Figura (1V.20).

FiguralV.20

o(v) = 12.8i, vy = f, ~ v;. Luego obtenemos & grafo delaFigura (1V.21).
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FiguralV.21: Grafo luego de la eliminacion def, y vs .

o(v) =172 Si, v, = f, ~ v,. Nos queda ahora € grafo indicado en la Figura
(1IV.22).

FiguralV.22: Grafo luego de la eliminacion def, y v, .

o(v,) = 1 2.5i, vy = f, ~ v,. Luegotenemosel grafoindicadoenlaFigura(lV.23).

() (&)
N
ORORO OB, @@\@

FiguralV.23: Grafo luego de la eliminacion def, y v .

@(v) = 1?2.8i,v, = f; - v,.Luego, tenemosel siguienteesquema(ver Figura(lV.
24)):
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() (w) (w ) () () () ()

FiguralV.24: Grafo luego de la eliminacion defs y v,.

o(v) = 1?28, vg =3~ v,
¢o(v) = 1 ?No.
@(v) = 0?8, = (Vy Vg Vg Vig Vigs Vip Vig)-
Queda algin f; ? No = sistema aciclico.
El conjunto de variables a especificar obtenido por e algoritmo involucra

una secuencia de resolucion segun seindicaen laFigura (1V.25).
| 4
2
OB
W

\Z\ Vv
8
6
3

NCE

Figura 1V.25; Secuencia de cllculo parael Sistema de Ecuaciones (38), unavez
especificados (V,, Vi, Vy, Vi Vig, Vip Vig).

o,
<
|
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Como seobserva, al noincluir ningunainformacion adicional, respectoala
conveniencia de especificar 0 no determinadas variables, obtenemos un conjunto
especifico distinto del conjunto (F,, F,, F; T, T,, T;, P) mencionado
anteriormente. Se puede demostrar fécilmente que adoptando este conjunto también
obtenemos una secuencia de resolucion aciclica, por lo que en este caso la deccion
dependera de la conveniencia. No obstante, no siempre la secuencia impuesta por €
criterio directo (especificamos las entradas para cal cular las salidas como es clasico
en simulacion secuencial, segin veremos en € proximo capitul o), resultard en una
secuencia aciclicay por lo tanto, no siempre serd la mas conveniente. Sin embargo,
fisicamente es atractiva ya que representa naturalmente e flujo dela plantareal.

Probaremos seguidamente, que en estecaso, laespecificacién delasentradas
también lleva una secuencia aciclica. En la Figura (1V.26) se indica € grafo de
partidadondelasvariables (v, V,, Vs, Vo, Vi0, Vpq, Vy5) han sido especificadas, esto
es son conocidas. En efecto, al especificar este Ultimo conjunto de variables nos
gueda (ver Figura (1V.26)):

FiguralV.26

Aplicando € algoritmo:
¢ (f) = 12Si, f ;luego f, = v,. El nuevo grafo es (ver Figura (IV.27)):

FiguralV.27

¢ (f) =128, f,;luego f, = V; luegoresultael grafo delaFigura(1V.28).
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ORORO () () () () ()

FiguralV.28

¢ (f) = 175, f3; luego f3 = V,; entoncesresultae grafo delaFigura (IV.29).

N

ORORO ) () (w) () () () )

FiguralV.29

¢ (f) = 175, f5;luego f5 = V; entoncestenemose grafodelaFigura(1V.30).

ORORO (w)

FiguralV.30

() () () () ()

@) = 1280, f, > f, - v,
o) - 1280, f; = . - v,
o(f) = 1 2 No.
e(v) - 0 2Si.
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Esto implica que se encuentra una secuencia de resolucion aciclica segin ya
anticipamos. En efecto, d lector puede, apartir delospares(f;, v;) encontrados, armar
el orden de resolucién correspondiente, € cual resulta aciclico.

IV.3.4 Sistemas Ciclicos

Lavariantepropuesta, dentro del algoritmo que estamosanalizando, parae
caso en gue se detecten ciclos, se basa en € hecho que € subgrafo irreducible tiene
al menosun ¢(v) > 2.

Se propone cortar (rasgar) € grafo detal formaque € nimero de variables
iteradoras sea minimo. Estas variables son aquellas que deben ser inicializadas para
generar una secuencia iterativa a los efectos de resolver e sistema de ecuaciones
correspondiente.

En general podrian necesitarse ¢ cortes, donde ¢ es menor que el nimero de
ecuaciones f;; tales que seresuelven si seasignan variablesde salidaalos posiblesc
f, nodos, que surgen de los cortes, ya que de esta manera € grafo resultante puede
procesarse segiin lo visto en los gemplos anteriores. EI ndmero minimo ¢, de
variables de corte se relaciona con e grado local de la siguiente forma:

Cin = Min (p(vj) -1 (39

Ejemplo:
Sea d sistema
f, (X Xy %) =0
£ (X X X4 Xg) = 0
f3 (X3 Xp X5 X5) = 0 (40)
£y (X3 Xg Xy X0 Xqy Xg) = O
fo Xg X Xg) = 0

El grafo correspondiente es d indicado en la Figura (1V.31), segin €
procedimiento ya discutido en |os giemplos anteriores.

En este caso, como vemos, no existe @ (v;) = 1 ni ¢ (f) = 1. El menor ¢(v;)
es2. Luego, estasituaciénindicalaexistenciadeun sistemaciclicoy lanecesidad de
determinar corrientes de corte (rasgado).
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FiguralV.31: Grafo correspondiente al Sistema de Ecuaciones (40).

Minimocp(vj) =2;Cin=2-1=1
Comenzando con f; - v, (iteradora ), nos queda (ver Figura (1V.32)):

.3 X Xy X5 Xg X; X

FiguralV.32: Grafo luego de eliminar f, y v;.

Tenemos a menos un nodo de variables de grado local uno (Vv,). Luego
aplicamos d algoritmo ya visto para sistemas aciclicos:

@(f) = 1 ?No.

o(v) = 1?8, v,~ f, -~ v,; tenemos entonces & grafo dela Figura (1V.33).
Nuevamente, en este caso, no encontraremosvariablescon ¢ (v;) = 1. Luego,

comenzamoscon e procedimiento parasistemasciclicos. Nétese que siempre debera

agotarselablsquedadd sistemaaciclico utilizando las C;,, f combinaciones posibles

de nodos. Si no selogra, debe incrementarse C en uno hasta lograrlo.
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FiguralV.33: Grafo luego diminar f, y v,.

¢(v) = 1 ?No.
Minimo ¢(v) = 2, C,, =2 -1=1.
Asignamos f, - v,(iteradora); luego nos queda € grafo delaFigura (1V.34).
Al encontrar un @(v;) = 1 comenzamos con € algoritmo para sistema
aciclicos.
(p(vj) = 1?Si, v, luegof, - v,. Nosquedaentoncesel grafodelaFigura(lV.35).
p(v) = 1?8 vg= 1~ v
@(v) = 1 ?No.
@(v) = 0?8, = (Vg V,, Vg).

() (v Gyi\@

X, Xs Xg X7 Xg

FiguralV.34: Grafo luego de eliminar f; y vs.

Néteseque a igual quelos casosanteriores, las asignacionesrealizadas (por iemplo
v — f5) no son Unicas.
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Dado que no quedan f;, se finaliza @ algoritmo. Luego, tenemos como
variablesiteradoras (v,, v,) y las variables a ser especificadas: (v;, v;, vg). Vemos
gue este nimero coincide con los grados de libertad del sistema (Gt =8-5=3). La
secuencia de resolucién para este caso es la que se muestra en la Figura (1V.36).

Nuevamente, al aplicar € procedimiento, laseleccién devariableslahicimos
tomando la primer funcién o variable seglin corresponda, de izquierda a derecha,
suponiendo la implementacién de un algoritmo que manipule las variables
intermedias seglin ese orden (se supone que estan archivadas en unalista).

Obviamente, s se aplican criterios heuristicos o provenientes del
conocimiento intrinseco del sistema es posible mgorar mucho la perfomance del
algoritmo, en particular a seleccionar variables iteradoras. No se analizaradn aqui
estos criterios, a igual que l0s casos especial es que puedan aparecer en laaplicacion

Xs Xo X7 Xg
FiguralV.35: Grafo luego de eliminar f, y v,.

general del procedimiento. Se recomienda al lector profundizar € tema en la
bibliografia citada o recomendada al final del capitulo.

S6lo mencionaremos a modo de gjemplo, que € uso de matrices para
modelar & problemapermiteintroducir variasmejorasen e procedimiento. Paraello
seintroduce el concepto de matriz de ocurrencias, la cual esmanipuladahastalograr
una matriz tridiagonal (Book y Ramirez, 1976), con un esquema similar al ya
discutido.

Es interesante remarcar que la forma de representar € problema no sdlo
facilita su resolucion, sino que ademas, puede o no facilitar la programacion
computacional. Como veremos més adelante, todos los criterios de particionado,
rasgado y ordenamiento de sistemas de ecuaciones son muy importantes para la
implementacién de un simulador.
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Figura IV.36: Secuencia de resolucién del Sistema de Ecuaciones (40). El simbolo #
significa variable de corte o iteradora.

IV.4 ALGORITMOS DE PARTICIONADO, RASGADOY
ORDENAMIENTO. ARQUITECTURA MODULAR SECUENCIAL
Llegado a este punto, nos interesa plantearnos la utilidad de los métodos
discutidos y su relacion con un simulador de procesos. Como fueraque éste al finy
€l cabo consiste en un sistemade ecuaciones, larelacidn resultacbvia. En efecto, una
planta compl eta tendra asociada, como veremos més adel ante, amiles de ecuaciones
y variables. Un simulador que responde alafilosofia de representar atodo € proceso
asimular por un Unico sistema de ecuaciones se conoce como de arquitectura global
u orientado a ecuaciones. Bajo esta arquitectura, todo lo discutido hasta aqui es
directamente aplicable; en particular la seleccion de las variables a especificar para
gue d sistema resulte compatible y las metodol ogias de particionado en subsistemas
para su posterior resolucién, no recurriéndose a la linealizacion (rasgado) de los
mismos para reemplazar 1os procedimientos de resolucién simultanea por calculos
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secuencial es ecuaci on a ecuacion en una secuencia iterativa.

Cada estrategia dependerd del caso particular, |os objetivos perseguidos, la
forma de plantear el modelo etc. Debe destacarse, no obstante, que los algoritmos
discutidos al permitir representar € estado del sistema mediante matrices, permiten
fécilmente su implementacion computacional, de tal manera de automatizar €
procedimiento de resolucion.

Por otra parte, conviene remarcar que a existir un gran nimero de
aternativas posibles, € problema tiene una gran flexibilidad y puede resultar
apropiado paratomar decisiones, contar con conoci mientosintrinsecosy/o especificos
del sstema a resolver. Esto puede realizarse mediante sistemas inteligentes que
complementan los algoritmos hasta aqui estudiados, de tal manera de mejorar su
performance, tomando ventajas de caracteristi cas especificasde particular problema
aresolver.

Expuesto € problema més general, conviene en este punto aclarar que
histéricamente, al implementarse los primeros simuladores, no se recurrié a la
filosofia o enfoque global, sino que se utiliz6 una alternativa conocida como
arquitecturamodul ar secuencial. Nodiscutiremoslasventajas o desventajasde ambas
alternativas ni |l as parti cul ari dades especificas, ya que vol veremos sobre este punto en
losCapitulosV y VI. Nosbastacon destacar quelaestrategiamodul ar secuencial, que
basicamente interpreta al complgjo a simular como una unién de subunidades o
médul osespecificos, [lamados equi pos(correspondi entescon lasoperacionesunitarias
clasicas), mateméticamentelapodemosinterpretar como un particionado del sistema
de ecuaciones de la planta completa en subunidades (subsistemas), pero no guiados
por un criterio de optimizacion (algoritmos estudiados en |as secciones anteriores),
sino por la conveniencia fisica de disponer datosy submaddul os estructurados de una
manera dada, dictados prioritariamente por la correspondenciade | os subsistemas de
ecuaciones con las subunidades de proceso (operaciones unitarias), por gemplo
bombas, intercambiadores, torres, etc, y por € sentido en que estén conectadas en
proceso real.

Al forzar laparticion del sistemaglobal en subsistemas, se pierdegran parte
de la flexibilidad original, sacrificando seguramente alternativas Optimas de
particionado. Es € precio a pagar por utilizar una guia no matemética, pero
conveniente desde € punto de vista fisico o de ingenieria. Esqueméti camente, cada
médulo o paguete de ecuaciones correspondientes a cada equipo puede ahora ser
representado segun la Figura (1V.37). En otras palabras, se supone que podemos
construir € mode o de una unidad de proceso por medio de un sistema de ecuaci ones,
y que conocemos las variables (generalmente asociadas a las corrientes fisicas) de
entrada, siendo € objetivo € célculo de las variables (corrientes) de salida.
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FiguralV.37

En la figura anterior se indica que, dados los valores de las variables de
entrada, X , se obtienen los valores de las variables de salida, X por medio de las
funciones Ef(; . Noétese que nada se especifica acerca de cOMO internamente se
procede alaresolucidn, esto es, s se utiliza un mé&odo iterativo, Si es una secuencia
aciclica, etc. Sesuponeque sehan aplicado anivel local (acadamddul o; por gemplo,
e indicado en la Figura (1V.37)) todos los procedimientos vistos, de tal manera de
optimizar la secuencia de resolucion, fijados los X . Obviamente, como ya se
comentd, esta solucidn sera sub- éptima, ya que si envez de fijado X sehubiese
adoptado algun otro conjunto entre todos los posibles, existela posibili dad de hallar
una solucién més adecuada, yaque e éptimo solo se encuentraapartir deun analisis
gue considere todas las posibilidades.

Dada unaplanta, compuesta por diversos equipos conectados entre si, todos
representados por su correspondi ente si stema de ecuaci ones (supuesto que conocemos
las entradas y calculamos las variables de salida), podemos suponer para un caso
especifico, un esquema como € indicado en la Figura (1V.38):

X
e B R
xx /&
O

Figura IV.38: Diagrama de flujo de informacién (DFI) o de vinculacion entre
variables de entrada y salida para cada médulo (equipo) para un proceso dado.
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En é seindican con valores (E;) losnodos que representan equi pos, mientras
gue los vectores X indican variables de entrada o salida de 10s respectivos médul os.
En simulacion de Iproceﬂosszesuelellamar al vector de variables corriente, yaseade
entradaodesalida, en alusién alascorrientesfisicasdel proceso. Se supone quepara
cada equipo se conocen las variables correspondientes a las corrientes de entrada
(variables especificadas) y que las variables contenidas en las corrientes de salida
serdn calculadas. A un nodo puedeningresar osalir madsdeunacorriente. Lacantidad
de variables asociadas a cada corriente dependerd del as caracteristicas de la misma.

Si analizamos la Figura (1V.38) vemos que para poder resolver € proceso
completo (todas las variables de salida e intermedias), ya que las de entrada por
definicion se suponen especificadas (X en este caso), se debera recurrir a rasgar €
grafo (corrientesiteradoras) segin loindicado en laFigura(lV.38). Nétese quetanto
X como X 0 X pueden ser asumidas como corrientes o grupo de variables de
itdracion. & bief en estecasolaseleccién hasido sencilla (también lo esdarse cuenta
gue en este caso € conjunto minimo de corrientesiteradoras esunitario), noresulta
lo mismo para un grafo de decenas de equipos y cientos de corrientes con muchos
reciclos. A larelacion entrenodosy corrientes esquematizada en laFigura (1V.38) se
le llama, como mencionamos antes, diagrama de flujo de informacién (DFI).

Por otra parte, existen variosalgoritmos propuestos que permiten encontrar
e minimo conjunto de corrientes de corte, seglin se analizara en detalle en las
proximas Secciones.

Debemos recalcar aqui que en este problema, esto es, € particionado
especifico del sistema global de ecuaciones (por gemplo, € delaFigura (1V.38)) en
subconjuntos de ecuaci ones especifi cas (losrepresentados por E; E; E; E,) orientados
seguin un sentido de calculo tal que se suponen especificadas las variabl es asociadas
a las corrientes de entrada, debiéndose calcular las contenidas en las corrientes de
salida, no puede asegurarse una performance 6ptimacon respectoal particionado por
medio de los algoritmos anteriormente vistos aplicados a problema original. Esto
surge como consecuencia de una asignacion histérica que se orienta segun los
médul os de equipos o bien lasrelacionesfisicasen € proceso, contrariamente al flujo
deinformacién matemético inherentealasrelaciones entrelasvariablesy funciones,
segulin la estructura del sistema. Es por elo comprensible que ala primer estrategia,
esto es, encarar e problema global y particionar € sistema en subsistemas con un
criterio que da prioridad a la estructura dedl sistema de ecuaciones se lo llama
orientado a ecuaciones, mientras que al otro se lo llama orientado a médulos o
simplemente modular. Dado que los médulos se suponen orientados y deben
resol verse seguin una secuencia, selo denomina criterio modular secuencial. En los
Capitulos V y VI veremos las ventajas y desventgjas asociadas a ambas alternativas
para encarar la simulacién de un proceso.

Volviendo al esquemadelaFigura(lV.38) vemosqueunaposible secuencia
deresolucion serialasiguiente (conocemoslascorrientesde entradaalaplanta, o sea
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;1, y suponiendo conocido ademés € valor de la corriente ;3— valor supuesto -):

Luego, se comparan losvalores X,y ;3 hastalograr, mediante un proceso iterativo,
gue d error entre los mismos satisfaga un criterio especificado, por gemplo:

* -8
— < ' )

El orden de resolucion de equipos (E;, E,, E;, E,) sellamaorden de procedencia
0 de resolucién. Las secuencias no necesariamente son unicas, como puede
comprobarserapidamentepor simpleinspecciéndelaFigura(lV.38). A lascorrientes
iteradoras se las Ilama también corrientes de corte (en este caso x ).

Por Gltimo, al proceso de identificar losciclos (E, -~ E; ~ E, ~ E,) selo
[lama particionado. Los algoritmos que veremos a continuaci én permiten realizar e
particionado, laasignacion de corrientes de corte o iteradorasy por ende encontrar
una secuencia de resolucion (ordenamiento) en una forma automética y sencilla.

Antes de introducirnos en la problemética de referencia, repasaremos
al gunos conceptos asoci ados ala teoria de grafos que expresamos someramente en €
Capitulo11.

Se denomina grafo a la representacion formada por un conjunto de nodos
unidos entre si por arcos, par a par. Selo llamadirigido o digrafo cuando los arcos
estén dirigidos. Ademas, se dice que entre un nodo N, y N, existe un camino, s
siguiendo los arcos orientados desde N; es posible [legar aN,.

Por otra parte, si existe un camino tal que comienza en un nodo y termina
en é, ésteesllamado ciclo o camino ciclico. Un cicloesméximo si y solo si todoslos
demésciclosde grafo no estén contenidos en €l ni tampoco existen nodos en coman.
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IV.5 METODO DE PARTICIONADO DE NORMAN (1965)

Norman sebaso en ladefinicién delamatrizde adyacencia, queadiferencia
delamatrizde ocurrencia, dispone en filasy columnas los nodos del grafo (es decir
guetienedimension igual alade grafo). Luego, enlaposicion a; existiraun uno (1)
s existe un arcoentrei y j y cero (0) en caso contrario. Por gemplo, en la Figura
(IV.39) tenemos un grafo sencillo y su correspondiente matriz de adyacencia.

@ @—6»® 12345678
1
4‘ 3 ‘5 7
1 1 2 8
M (8) () = (5) ="
9
(7)

10

W 1 AN AR N
=%
-

Figura 1V.39: Digrafo y matriz de adyacencia correspondiente.

Se puede notar que en la matriz aparecen filas y columnas (indicadas con
una flecha) que no poseen ndimeros, esto es, estan vacias. Una fila vacia, segiin
construimos la matriz, indica que € nodo correspondiente (7 en este caso) no es
antecesor inmediato deninguin nodo. Paraunacolumna, (8 en este caso), significaque
no es sucesor inmediato de ningun nodo. El algoritmo de Norman (1965) permite
identificar los ciclos maximos por medio de la potenciacion sucesiva de la matriz de
adyacencia, A. En efecto, al multiplicar lamatriz A por si misma, todo elemento:

N

[a] =X ay

i=1

seguin ladefinicion demultipli caci 6n dematrices seobtieneacumul andol osproductos
parciales (k productos). Estos productos sélo serén distintos de cero si para cada k,
tanto a, como a,; son distintos de cero, esto es, existe un camino entre ellos quelos
vincula.

Luego, € resultado dela operacion midelalongitud del camino que unelos
nodos i y j. Por consiguiente, s la matriz potencia A°con p = 1, 2,..., n presenta
elementos no nulos en la diagonal, nos indica que para ese elemento a;, existen
caminos que nacen en a, y finalizan en a (ciclo) y ademasd ciclo tiene longitud p.

Sea e gemplo delaFigura (1V.39). Las matrices A%, A% A* seindican a
continuacion:
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1 1
2 1
3 1 1
£ a1
5 1|1
6[1]1
7
8 1
1 2 3 45 6 7 8
[T
2 1 1
AENE
4" g R
5 1|1
6 1 [
7
g1 [1
1 23 45 6 7 8
1 1
2 [1 ]
3 1|1
4* " 4 BE
s 1 1
6 1|
7
8 1 [

Aqui el problema radica en la dimension de la matriz (que en casos reales
puede ser mayor a mil) y por consiguiente el tiempo de computo asociado. Para
solucionar este problema Keham y Shacham se basaron en las caracteristicas
particulares de la matriz de adyacencia, logrando un algoritmo eficaz y sencillo.
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IV.6 ALGORITMO DE PARTICIONADO DE KEHAM Y SHACHAM

Entre las modificaciones introducidas, la primera es eliminar las filas y
columnas vacias en la matriz A descripta anteriormente, ya que no proveen
informacion relevante. Luego seintroduce unanueva matriz, lamatrizde indices | .

Se define asi una matriz de m filas (siendo m € nimero de e ementos no
nulosen A) y doscolumnas. Lacolumnadelaizquierda, paraunadadafila, contiene
todos los nodos que dispongan de sucesor inmediato y a la derecha se coloca dicho
sucesor inmediato. Esta definicion también puede aplicarse alas sucesivas potencias
de A. Puede apreciarse que se produce una gran reduccion del espacio utilizado
(memoriade méquinanecesaria) sin perder informacion. Lo quefaltaesencontrar un
algebra con lamatriz de indices similar a las potencias de la matriz de adyacencia.
Kehamy Shacham propusieron un algoritmo basado en lamatrizde indicesquelogra
ubicar los ciclos deigual modo que lo realizala matriz de adyacencia.

Si se comparan las matrices de indices correspondientes a cada matriz A
potenciada, se puede lograr facilmente un procedimiento o algoritmo practico que
permita obtener las sucesivas potencias de la matriz de indices.

Paratener una someraidea del algoritmo (para mayores detalles se remite
al lector alabibliografia citada o recomendada), conviene analizar |as propiedades
de la matriz de indices, | . Por gemplo, la matriz de indices correspondiente a la
matriz de adyacencias (0 a grafo) delaFigura (1V.39) es.

I—

I
jlo|jlojlojoa]lbh]lW]IDN]EF
AlN|JO|IDN]|PRP]O]JOO|W] >

Una segunda reduccién se logra eiminando |os nodos de entrada que son
aguellos que no tienen antecesores inmediatos. Ello implica que en lamatriz | los
valores figuran en la columna de la izquierda y no aparecen en la columna de la
derecha. En caso contrario, aguellos quefiguren en la columna de la derechapero no
en laizquierda no tienen sucesores, razén por la que se los llama nodos de salida y
pueden eliminarse. Luego de ese proceso, lamatriz de indices reducida |, queda:
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Ik

I
ojoujoa]lbr]lW]IN]PF
alnNn|lFRrlOlO|lW] A~

Luego de este paso que ha diminado informacion irrelevante se computan
las sucesivas potencias de |, (que pueden obtenerse a partir de las matrices A
potenciadas). Un algoritmo para obtenerlas directamente es @ siguiente:

> Enlamatriz |, se procede de la siguiente manera: Se toma cada elemento
delacolumnaizquierday selo escribe nuevamenteen lacolumnaizquierda
delamatriz potencia, por gemplo, I_L2

> En la columna de la derecha se ubica & nodo procediendo de la siguiente
manera: Sedebe hallar en |, e nodo sucesor inmediato, esto es, € valor en
la columna derecha. -

Por gemplo, en € caso I_L1 - I_L2 se tiene en la primer fila el nodo 1, que
tienealaderecha (sucesor) € valor 4. Enlas columnasdelaizquierda, 4 aparece una
solavez ytiene como sucesor (derecha) e valor Sen |, !, Luego, se ubicaraeste valor
aladerecha, en Ir , en laprimer fila. Parad casod=lacuartay quintafilaen | 2,
vemos que se repite el nodo 4. Esto se debe a que en la cuartafilade I_L1 tenemose
nodo 4 con su sucesor inmediato (fila derecha) € nodo 5. Luego, al ubicar 1os nodos
sucesoresinmediatosde5, esto es, en lacolumnaizquierdade I_L1 ytomar €l nodo que
lo acompaiia en lafiladerecha, vemos que e nodo 5 esta dos veces, en laquintay la
sextafila con nodos sucesores 1y 2, respectivamente. Por |o tanto, en I_L2 seubicaran
en lacuartay quintafila e nodo 4 en columnaizquierda, y losnodos 1y 2 en la
columna derecha.

Si observamos la Figura (1V.39), esto no es mas que ubicar |os caminos de
longitud dos que nacen en € nodo 4, y como puede observarse son dosy llegan hasta
losnodos 2 y 1, respectivamente.

Esta misma informacion puede obtenerse en éz. Sin embargo, con este
procedimiento, que consiste en ubicar cada uno delos sucesoresinmediatos del nodo
sucesor auno dado, se esta adicionando unalongitud mas (potenciasiguientede |, );
pero evitando calcular las potencias de A gque requieren mas memoria (mas datos a
almacenar) y mayor tiempo de computo. Completando € procedimiento, se obtiene:
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=

N

I
ojloju|loa|lh~]lBRlW]IN]|F
RPINW]RIN]|FRJO]O]| O

Aplicamos la misma técnica y obtenemos I_L3. Antes conviene reiterar que
lasfilasde I_L2 contienen lainformacin de todos |os caminos de longitud dos que se
encuentran en d grafo (por gemplo, 1 -~ 4 - 5). Esta es la misma informacién
contenida en éz. Para obtener I_L3 se procede segiin vimos tomando, por gemplo, €
primer valor en I_L2 (primer fila= 1) y serecorren los correspondientes sucesores del
nodo colocado aTa derecha, en este caso 5. Este nodo figuraen laquintafilade |, .
Alli tenemos a la derecha 1. También en lamatriz |, figuraen lasextafilacon 2a
la derecha. Ambos pares forman parte de I_L3, seguin vimos. Cuando se obtienen en
una fila valores iguales en las dos columnas, esto equivale a proceso en e cual un
elemento de la matriz de adyacencias A tiene un uno en ladiagonal olo queesla
mismo, existe un camino que nace y termina en e nodo en cuestion. El proceso
completo nosda € siguiente resultado:

=

w

I
o|lo|o|lu|~|r|lwlw|d]F]F
ANwloldlw|R|INv]R|lolvd] R

Aqui obtenemos, ademas de los caminos de longitud 3, tres nodos (*) que
pertenecen aun camino ciclicodelongitud 3. El algoritmo prosigue luego asignando
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los nodosaun pseudonodo (Ilamémosle 1) quelosengloba. Luego sereemplazaen |
por 1 paraluego iniciar nuevamente el proceso. Entonces |, , nos queda (donde &
subindice 2 indica que detectamos un ciclo y comenzamos una segundaiteracién del
métodoy):

4
olr|w|™d
rlv]o|w

I
olrlr|rlw]ld] -
IRl Rlo|lw] -

Los valores iguales en ambas columnas se eliminan porque no aportan
informacién adicional. Comenzamos por eliminar nodosde entraday salida. En este
caso ho existen. Luego, como sehaexplicado, seobtienei ylassucesivaspotencias.

oO|lrRrlwIN
oO|lrRrlwIN
oO|lrRrlwIN
ARl WIN

w|loN] -

NjWw] k| o

Ir2 Ira lo

Luego, encontramos en i un ciclo de longitud 4. S reemplazamos los
nodos por un pseudonodo, tendremaos un solo nodo en la matriz |, por lo que €
mismo serd de entrada/salida'y € proceso habra finalizado. Graficamente podemos
ver los sucesivos pasos (deteccidn de ciclos) segun la Figura (1V.40).

Figura 1V.40: Deteccién deciclosen € grafo de la Figura (1V.39).
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Luego, en laFigura(1V.40) puede observarse que seobtienen losciclosy un
orden de resoluciéon. No obstante, sabemos que para resolver cada ciclo hay que
designar unacorrienteiteradora. El criterio paradecidir unade ellasno se obtienede
este algoritmo. En sintesis, € algoritmo podria resumirse de la siguiente manera:

> Eliminar los nodos de entrada y salida (obtener | ).

> Se calculan las sucesivas potencias del . Paraello serecurre a expediente
de reemplazar los sucesores de los nodos en la matriz a elevar por 1os
sucesores de |os mismos (en € grafo, o en | ), colocandolos en la matriz
resultado. Si hubiese més de un sucesor, se debe proceder para cada uno de

dlos.

> Severifican lasigual dadesenlamatriz potencia | P. Si existen pigual dades,
se ha detectado un ciclo de longitud de camino p. No obstante, pueden
detectarse més de un grupo de igual dades. Esto es porque puede existir mas
deun ciclodelongitud p. Lasigual dades seran siempre un nimero multiplo
de p, ya que no pueden existir caminos (ciclos) detectados a esta altura de
longitud distinta de p. Aqui cabe mencionar que pueden darse casos
particulares de ciclos contenidos en otros, ciclos que compartan algunos
nodos o ciclos independientes entre si. Luego; para identificar estos ciclos
especiales los autores (Norman, 1965), proponen ciertas modificaciones o
estrategias especificas.

> Una vez identificado € ciclo se lo reemplaza por un pseudonodo, de tal
forma de eliminar en |, toda referencia a los nodos individuales que lo
componen. -

> Con esta nueva matriz de indices se comienza € algoritmo desde €
principio.

> Se aplica e mismo hasta que la matriz quede vacia.

IV.7 RASGADO DEL DIAGRAMA DE FLUJOS O GRAFO

El resultado de aplicar los algoritmos de particionado es detectar losciclos,
detal maneradetransformar el grafo original en unasecuencialineal. Esta secuencia
puedetener subgrafosciclicos. Luego, sedeberaresolver cadasubproblema(linealizar
un grafo ciclico).

La técnica de rasgado consiste en detectar las corrientes de corte que
permitan que cada subgrafo ciclico pueda ser resuelto, esto es, detectar las corrientes
de corte que permitan que cada subgrafo ciclico pueda ser solucionado mediante una
técnicaiterativa.

Asignar una corriente de corte es similar a definir una nueva corriente de
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entrada a la planta, sdlo que sus valores son supuestos y sirven para generar una
secuenciague permitaresol ver todaslasecuacionesdd s stema, tantasvecescomo sea
necesario hasta lograr convergencia. Por gemplo, s en la Figura (1V.39) tomamos
como corrientes de corte (una por cada ciclo) las indicadas como 2 y 8 nos queda €
grafo delaFigura (1V.41).

\ ; ‘5 \

9

10

FiguralV.41: DiagramadeflujosdelaFigura(lV.39) con corrientes
de corte (seindican #) paralinealizar ambos ciclos.

A partir de dichas corrientes, seleccionados los vaores iniciales para el
vector devariables X y X asociadasalasrespectivascorrientes, seprocedeacal cular
secuenciamente |os nodos, segln:

1 1 . i’ i’ . . .
XY X del nodo 5, ya que disponemos del valor ;‘2 y L; (supuestos o iniciales).
;i del nodo 1, ya que conocemos ;;
;i del nodo 8, ya quelacorriente 11, de entrada, se asume conocida.

x! del nodo 2, ya que disponemos de ;;

of

! del nodo 3, ya que disponemos de éé

X

del nodo 6, ya que conocemos L?
;io del nodo 7.

o5

Si bien obtuvimos todos los valores asociados a las variables de todas las
corrientes, éstos pertenecen a la primera iteracion. Debe ahora verificarse si los
valores calculados ;; y L; coinciden con |os supuestos ;‘2 y L; dentro del margen de
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error especificado. Si o hacen, finalizael cdlculo. Delocontario, y aplicando algunas
delastécnicasvistas anteriormente (por € emplo sustitucion directa, Wegstein, etc.)
se proponen nuevos valores, generando una secuencia tal que finaliza cuando se
obtiene el criterio de error deseado. Nuevamente, agui observamos que si bien es
simple identificar las corrientes de corte en un grafo sencillo como € de la Figura
(IV.39), no resulta equivalente analizar uno con cientos de nodos y/o corrientes.
Luego, se necesita un méodo sistematico, implementable en computadora, que
permitatal seleccion.

El primer problemaque se presentaesencontrar un criterio con e cual guiar
lablsqueda. En efecto, dado que setrata de un particionado de ecuaciones, lo16gico
resultaria pensar en un criterio que miminice € esfuerzo de célculo. De manera
similar alos problemas discutidos en los Capitulos | y 11, no existen tales criterios o
lineamientos sin conocer en detalled problemaaresolver; por g emplo, el nimerode
variables asociadas a la resolucién de cada nodo y corriente, e grado de dificultad
asociado a la resolucién de cada nodo en particular, etc. El problema es que €
algoritmo debe tratar casos generales, por 1o que debiéramos obtener criterios
universales. Si suponemos que todas la corrientes poseen la misma cantidad de
variables, es|égico pensar que debemos buscar € minimo nimero de corrientes de
corteparalinealizar € ciclo (debidoaqueeloimplicael minimo nimero devariables
iteradoras). Sin embargo, no esta demostrado que un nimero mayor de corrientes de
corteimplique mayor esfuerzo de computo. No obstante, podemosasumir queasi sera
en lamayoria de | os casos.

Otroproblemaradicaen conocer |acertezaquetenemosacercadelasolucién
(o @ conocimiento que se dispone del proceso que se modela) para proponer un
adecuado valor inicial. Estoimplicaqued algoritmo deberia permitir que el usuario
leintroduzca pesos penalizado ciertas corrientes y favoreciendo otras, detal manera
de recorrer las alternativas considerando tales criterios (recordar las funciones de
evaluacién discutidas en € Capitulo1).

A continuacién se discutiran algunos métodos clésicos, sugiriendo ampliar
el temaal lector interesado mediantelabibliografiacitaday recomendadaal final del
capitulo.

IV.8 ALGORITMO DE BARKELEY Y MOTARD (1972)

El algoritmo propuesto por Barkeleyy Motard tienecomo objetivo el rasgado
de los subgrafos ciclicos para obtener un conjunto de corte con € menor nimero de
corrientesiteradoras. Este algoritmo se basaen € concepto de grafo de corrientes (S)
o grafo dual a ya visto. Este se logra intercambiando los roles, esto es, |os nodos
ahora son las corrientes y los arcos se obtienen a través del flujo de informacidn en
el DFI. Nuevamente, se puede hablar de corriente inmediata sucesora o antecesora,
razonando ahora sobre el grafo S.

Como gemplo, obtengamos e grafo S correspondiente al diagramadeflujo
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de informacion de la Figura (1V.39). Para ello, € primer paso esincorporar tantos
nodos como corrientes existan. Luego, se vinculan éstos segin € sentido de la
informacién que circula entre las corrientes en e grafo original. Por gemplo, en la
Figura (1V.42) se tienen ahora 11 nodos, ya que en la Figura (1V.39) existen 11
corrientes. Ademés, vemos que la corriente 11 es antecesora inmediata de la
corriente 1 y la corriente 1 lo es de 2. De esta manera, recorriendo todas las
corrientesy susvinculaciones, selogra e grafo Srepresentado en laFigura (1V.42).

Figura 1V.42: Grafo de corrientes asociado al diagrama de flujo de informacion
delaFigura (1V.39).

Esevidentequeal manipular € grafo Sahoralohacemossobrelascorrientes
(nodos), y dado que lo que buscamos son las corrientes de corte, se comprende la
utilidad de la transformacion del algoritmo propuesto por Barkeley y Motard.

Los autores introducen, para operar en € grafo, € concepto de nodo
dominado. En efecto, se dice que un nodo cualquieran; en S es dominado por otro n,
si n, esel Gnico antecesor inmediato den;. Luego, |os autores proponen un proceso de
reduccion de S mediante e procedimiento de englobar (engullir o fundir) los nodos
dominados por sus dominantes sin perder lainformacion en € grafo S. Por giemplo,
el nodo 1 esdominado por € 11, € 4loespor & 3y e 7 por € 6. Si procedemos a
lareduccion, nos queda d grafo indicado en la Figura (1V.43).

Como vemos, la secuencia de procedi mientos es sumamente sencilla, y fécil
de programar computacionalmente, dado € grafo S como dato. La forma de
programacion dependeriadelasfacilidadesdel lenguajeadtilizar. S asignamospesos
o preferencias a ciertos nodos, € algoritmo y su implementacion computacional se
complican ligeramente.
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% s)
O
(1)
© o
FiguralV.43: Grafo S reducido luego del proceso parcia de fusién.

Este procedimiento puede proseguirse hasta encontrar un estado en € cual
un nodo seenlacea s mismo, esto es, (luego del proceso de reducci én) seadominado
por st mismo. En la Figura (1V.44) se muestra €l estado ddl grafo anterior luego de
proceder alasasignaciones10- 9,9~ 6y 8- 6.

FiguralV.44

Luego, haciendo 6 - 5 tenemos la Figura (1V.45).

Vemos queno puedereducirsemas e grafo S, yaque el nodo 2 tienemésde
un antecesor, € 11y & 3. Y lo mismo sucede con 5. Aqui se introduce un nuevo
concepto, d deautociclo, quees precisamentelaparticularidad que presentad nodo
5 que estdn en ciclo con d mismo, a ser antecesor y sucesor de si mismos
simulténeamente. Este hecho estd intimamente relacionado con la definicion de
rasgado o corriente de corte, ya que justamente, por definicion de los médulos que
componen e diagrama de flujo de informacién, cada corriente puede ser calculada
slo s se conocen las entradas al equipo (nodo) del cual sale. Traduciendo a grafo
S, por la forma en que se ha obtenido, s una corriente forma un autociclo, esto
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implica que no puede calcularselaen € DFI si no se conoce su valor previamente, 0
lo que eslo mismo, si no se procede al rasgado del ciclo al cual pertenece.

FiguralV.45

Volviendo anuestro g emplo, estoimplicaquelacorriente 2 y 5 conforman
un conjunto de corrientes de corte de tamafio minimo.

Como puede deducirse en funcion dd proceso de reduccion, no
necesariamentee conjunto (2,5) esel Unicoresultado, yaque se podrian obtener otros
(sedgaal lector la prueba). Previamente propusimosal conjunto (2,8) parael DFI de
la Figura (1V.39), que a los efectos préacticos (asumiendo que todas las corrientes
tienen lamisma cantidad devariabl es, y no disponiendo de ninguna otrainformacion
del problemaespecifico), resultard equivalenteal conjunto(2,5). Obviamenteunavez
logradas las corrientes iteradoras puede proponerse una secuencia de resolucién
(ordenamiento) seglin discutimos anteriormente.

Al igual que los otros algoritmos, existen situaciones especiales o
particul ares que deben ser contempladas. Por giemplo, seala situacion siguiente (ver
Figura (1V.46)):

Figura1V.46: Ciclos de dos corrientes.

Aqui vemos que no existen nodos en los cuales se encuentre un Unico
antecesor, por lo que no pueden ser reducidos (observar que la situacion es distinta
a caso delaFigura (1V.44)). A este caso selo llama ciclo de dos corrientes y sdlo
puede ser resuelto (reducido) cortando una de las corrientes.

Si se presentan como en lafigura, esto es, una sucesion devarios ciclos, es
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conveniente cortar corrientes intermedias que permitan rasgar més de un ciclo
simultaneamente. Esto es un principio general.

Al igual que en los otros casos, no discutiremos en detalle las particulares
situaciones que puedan aparecer, dejando lainquietud para quien desee profundizar
este tema a través de la bibliografia recomendada. En formaresumida € algoritmo
consiste en |os siguientes pasos.

> Reduccion de los nodos del grafo hasta detectar autociclos o ciclos de dos
corrientes.
> Eleccion del conjunto de corrientes de corte, segun € criterio expuesto (por

gjemplo, en un ciclo de dos corrientes).

Si embargo, parasu implementaci én computacional es convenientetrabajar
con unalista que contengalainformacion delos nodosy sus antecesores inmediatos.
Por iemplo, estalistapara e grafo SdelaFigura (1V.42) es.

Nodo | i intos
1 11
2 14
3 2,8
4 3
5 2,8
6 5
7 6
8 7
9 7

10 9

En lalista, los nodos con un sdlo antecesor inmediatoson 1, 4, 6,7, 8,9,y
10. Por equivalenciaal proceso defusién del dominado por € dominante, seeliminan
delalistalos menciondos nodos, reemplazando |os mismos por sus dominantes. En
este proceso conviene no considerar 1as corrientes de entradada.
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Nodo Antecesores
2 11,3
2,5
2,5

Vemos que la lista o tabla anterior se corresponde con la Figura (1V.45),
mostrando la utilidad del procedimiento, hasta aqui empleado. Luego, se explorasi
existen en lalistanodos que estén en autociclo. El nodo 5 cumple con esta condicion
(figurando a laizquierda y derecha en lamismafila). Se selecciona € nodo 5 como
corriente de corte ya que aparece en ambos. Luego selo eliminadelatabla.

Nodo Antecesores
2 2

Al diminar 2 (autociclo), nos queda la lista vaciay las dos corrientes de
corte; coincidiendo a su vez con los resultados ya obtenidos anteriormente.

IV.9 ETAPA DE ORDENAMIENTO

Unavez obtenidoslos ciclosy rasgados éstos, debe ordenarse @ conjunto de
nodosen laformaen que seran resueltos. En general, con lainformacion que proveen
los algoritmos ya vistos (los subgrafos ciclicos y las corrientes de corte que los
linealizan), es posible por inspeccidn en las listas disponibles (pasos intermedios en
cada algoritmo) ordenar os nodos segun la secuencia de resolucion queimponen las
corrientes iteradoras sel ecionadas.

Noentraremosaqui en € detalledeprogramacién dedichosalgoritmaos. Sdlo
basta mencionar que resultan de una combinacién delos ya analizados, con ciertas
maodificaciones préacticas.

Ejemplo:

Sea e diagramadeflujosindicado en laFigura (IV.47), que corresponde al
proceso delaFigura (1V.48). Sedesea conocer cuantasy cudles corrientesiteradoras
deberén utilizarse, considerando que e conjunto de corrientes de corte sea minimo.

En laFigura (1V.48) se denotan con un tridngulo los nodos que provienen
de sumar o dividir corrientes , solo para remarcar que los mismos deben estar
presentes cuando serepresentaalaplantaen € DFI, ya que sus ecuaciones no deben
eliminarse del problema. Respecto al tratamiento, estos nodos son equivalentes
obviamente alos anteriormente analizados, por |o que deben procesarse delamisma
manera que lo indicado en los gemplos anteriores.
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FiguralV.47: DFI asociado a proceso dela Figura (1V.48).
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A continuacién, sblo semostraran lospasosdel algoritmoméssignificativos:

Tabla de Nodos y Predecesores
Nodos Predecesores

1 41

2 1

3 1

4 2

5 3

6 3

7 5

8 5

9 8

10 8

11 10 15 34
13 35

15 13

16 11 17

17 18 41

18 41

19 41

20 19

21 19

22 41

23 22

24 22

25 23 16
26 25

27 26

28 27 29
29 21

30 24 33
31 30 28
33 21

34 33 24
35 41 34 15
36 20 23
37 41

38 37 40
40 38 31
41 40 37

Se comienza con € méodo de reduccidn que consiste en reemplazar €
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nodo que solamentetengaunacorrientepredecesora por su predecesora. El nodo
que se reemplaza por su predecesor luego se elimina de la tabla. Por gemplo,
secomienzareemplazando 1 por 41y diminando d nodo 1. Deestamaneralos
nodos 2 y 3 (los tnicos nodos que contienen a 1) pasan aser dominados por 41.
Asi, diminando 2 por 41, luego 3 por 41y procediendo sucesivamente de esta
forma, sellega ala siguiente tabla o matriz:

Nodos Predecesores Nodos Predecesores
1 41 11 41 35 34
2 41 13 35
3 41 15 13
4 41 16 11 17
5 41 17 18 41
6 41 18 41
7 41 19 41
8 41 20 19
9 41 21 19

10 41 22 41

11 41 15 34 23 22

13 35 24 22

15 13 25 23 16
16 11 17 26 25

17 18 41 27 26

18 41 28 27 29
19 41 29 21

20 19 30 24 33
21 19 - 31 30 28
22 41 33 21

23 22 34 33 24
24 22 35 41 34 15
25 23 16 36 20 23
26 25 37 41

27 26 38 37 40
28 27 29 40 38 31
29 21 41 40 37
30 24 33

31 30 28

33 21

34 33 24

35 41 34 15

36 20 23

37 41

38 37 40

40 38 31

41 40 37

gue luego de reducir 13y 15 por 35, resulta:
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Nodo
S
11 41| 35| 34
16 11 17
17 18| 41

Predecesores

18 41
19 41
20 19
21 19
22 41
23 22
24 22
25 23| 16
26 25
27 26
28 27 29
29 21

30 24 33
31 30 28
33 21
34 33| 24
35 411 34] 3
36 201 23
37 41
38 37] 40
40 38] 31
41 401 37

Se puede observar que se encuentra la corriente 35 que forma parte de un
autociclo, entonces ésta resulta ser una corriente de corte. Seeliminadelatablay se
contindiacon lareduccion. A continuaci én pasamosareducir el nodo 18 por 41, luego
19, 20, 21, 22, 23y 24 por 41; luego de lo cua resulta:
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Nz?o Predecesores
11 | 41 | 34
16 11 | 41
17 | 41 | 41
18 | 41
19 | 41
20 | 41
21 | 41
22 | 41
23 | 41
24 | 41
25 | 41 16
26 | 25
27 26
28 | 27 29
29 | 41
30 | 41 | 33
31 | 30 | 28
33 | 41
34 | 33 | 41
36 | 41 | 41
37 | 41
38 | 37 | 40
40 | 38 | 31
41 | 40 | 37
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Eliminando los nodos antes reducidos y reduciendo los nodos 26 y 25

Se obtiene:
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Nodos | Predecesores
11 41 34
16 11 41
25 41 16
26 25
27 25
28 25 29
29 41
30 41 33
31 30 28
33 41
34 33 4]
36 41 41
37 41
38 37 40
40 38 31
41 40 37

Siguiendo con & proceso de reduccién:

nodos predecesores

11 41 34
16 11 4]
25 41 16
28 25 4]
29 41

30 41 4]
31 30 28
33 41

34 41 4]
36 41 4]
37 41

38 37 40
40 38 31
41 40 37

Resultando:
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Luego, se obtiene:

Nodos | Predecesores
11 41 41
16 11 41
25 41 16
28 25 41
30 41
31 41 28
34 41
36 41
37 41
38 37 40
40 38 31
41 40 37

Nodos | Predecesores
11 41
16 41 41
25 41 41
28 41 41
31 41 41
36 41
37 41
38 41 40
40 38 41
a1 20 |
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Aqui aparece la corriente 41 como corriente de corte. Finalmente:

Nodos |Predecesores Nodos | Predecesores
38 40 — 40 4
40 38

L uego, un conjunto decorrientes decorteparad gemplo analizado resulta: (35,

41, 40).
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PROBLEMASPROPUESTOS
P1) Obtenga la solucién dd siguiente sistema de ecuaciones:
2x12+3x22+5x32 +In(x12+x22) =0
X +5%x +3%x - €%=0

2 2
4x2+3x,+5x2-e%"% 0

Por 1os méodos de Newton-Raphon y Wegstein.

P2) Obtenga la solucién del siguiente sistema (previamente represéenteo
matricialmente):

X t2X% =-1
3Xt4X%X +3X%X =-5
5X, +3% -% =0
6 X, + 3%, + X% =-1

4% + 3 %5 = 2

P3) Obtenga la solucién dd siguiente sistema:

Xq
234210000
123031000 &
409312000 %3
311413000 X, -1
124310 4 13 %| = |0
4302180 10 X 2
000732 6 45 . 3

7
000000 6 31 X -1
000004 341 -2

X9

P4) Mediante la matriz de adyacencia analice la causa por la cual una matriz de
coeficientes de forma triangular implica una secuencia de solucion aciclica
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P5) Determine el minimo conjunto de corte para € proceso indicado en la Figura.
Suponer que cada equipo indicado debe implementarse como un mdédulo
independiente (no tener en cuenta los controladores).

Fo
CAD
Control

T,

v

Ca

T

Reactor
( )__

Y
Cy
T

Agua Fria
Figura correspondiente a proceso del Problema (P5).
P6) Sea el siguiente sistema de ecuaciones implicitas:
L (X X Xy Xy Xg Xpp) = O
f, (X5 X3 Xg, Xg, Xi5) = O
fa (X, Xg X X, X3 = O
f, (Xg Xg X5, Xg) = O
fs (Xyo0 X410 Xq30 %) = O
fs (X, X0 X, Xg Xy Xgq) = O
5 (X, X5 X Xy Xg) = O
fe (Xo Xgo Xipr Xy X3p) = O
fy (Xyor X410 Xio0 Xy30 X30) = O

fio (X X5 X5 Xg, Xy, Xyg) = O
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¢Cuéantas variables deben especificarse (grado de libertad del sistema)? ¢Qué
asignacién resulta mas conveniente? ¢Es ésta Unica?

P7) Sealasiguiente matriz de adyacencias:

o
o

>

I
O P O O Fr O Fr O O
O O O O O 0o o o
O P P OO O O O
O O O R kP O O F
O P kP OO Fr OO O
O O OO0 O r L O
O P O R P O Fr O Pk
O O OO0 O o r o
O O R P O R B L O
O O R kP O O R B P

¢Cudl es d grafo que representa? ¢Tiene algin ciclo? Detéctdo mediante un
algoritmo adecuado. Detecte s fuera necesario las corrientes de corte adecuadas.

P8) Mediante los métodos de Newton-Raphson y Wegstein resolver € siguiente
sistema:

2x1273x1x2+4x2x375ln(x12) =0
3X, X +2X% X% +4xe%-5In(x)e“=0
4 2 2
3X +4X X -5%x,+3In(x, +x;)=0
4% - 8X; + 5% % ~4%x,€“=0
P9) Confeccionar € diagrama de flujos de un programa que obtenga la raiz de una
f(xX) dada para los métodos de Wegstein y de Newton-Raphson. Implementarlo en
computadora. Utilizar e concepto de funcién o subruting, detal formade lograr un

programa general con minimo esfuerzo.

P10) Confeccionar € diagrama de flujos para un programa que, dados los datos del
DFI, entregue las corrientes de corte y la secuencia de resolucion.
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