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o Normas de matrices y numeros de condicion:

>
>

>
>
>

Sistemas de ecuaciones mal condicionados.

Normas de matrices: norma de Frobenius y normas asociadas a una norma
vectorial.

Numeros de condicion de una matriz.
Célculo del nimero de condicion para la norma Euclidea.
Inversas de matrices perturbadas.

o Observaciones:

>

Se va a abordar el problema de la estimacion de los errores introducidos en la
resolucidon numeérica de los sistemas de ecuaciones lineales mediante los
metodos vistos en el curso.

Para poder hacer este estudio son necesarios varios conceptos introducidos en
Algebra, principalmente el concepto de norma de un vector y de valores y
vectores propios.

Ademas es necesario introducir el concepto de norma de una matriz, que se
basara en la norma de un vector.
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Sistemas de Ecuaciones Mal Condicionados (1/2)

o Posibles origenes de los errores en el resultado de unos calculos:

>
>
>
>

Errores en el modelo (por ejemplo, prescindir del rozamiento)

Errores en los datos (por ejemplo, los originados por medidas poco precisas)
Errores en el algoritmo (hay algoritmos estables e inestables)

Errores en las operaciones aritmeéticas: imposibles de evitar en la préactica.

o Errores en las operaciones aritmeticas

>

>

Debidos al n° limitado de cifras que almacena el ordenador (53 bits 6 15~16 cifras decimales
equivalentes en los PCs).

Unos problemas son mucho mas sensibles que otros (matriz aleatoria o matriz de Hilbert). Se dice
que son problemas mal condicionados.

o Problemas mal condicionados:

>

Son aquellos problemas en los que los errores tienden a crecer en una forma incontrolada, potencial o
exponencial, superior por tanto a un crecimiento lineal con el numero de operaciones aritméticas.

La condicion de un problema es la sensibilidad de los resultados a pequeiias variaciones en

los datos.

Si esta sensibilidad es muy grande, pueden esperarse importantes dificultades aunque los datos iniciales
sean exactos, pues los errores numéricos tenderan a amplificarse.

o En este tema se estudiaran los errores en los sistemas de ecuaciones lineales.

UTN
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Sistemas de Ecuaciones Mal Condicionados (2/2)

o Ejemplos de pequefio tamafio:
> Supongase los siguientes sistemas de ecuaciones lineales:

P W R W R R [ R EH

> Este es un problema mal condicionado, porque un pequefio cambio en el término independiente da lugar a
un cambio muy grande en la solucién. En realidad, la segunda ecuacion es muy parecida a la primera,

> Considérese ahora otro sistema de ecuaciones, que se va a resolver mediante el Método de Gauss de modo
exacto y con tres cifras decimales de precision :

0.0001 1][x | [1 0.0001 1 |[x 1 X, | 1
Exacto: = = = — =
1 1% |2 0 9999 x,| |-9998 X, | |0.9999

_ 0.0001 1][x | [1 0.0001 "xl 0
3 cifras: = = —
1 1] %, 2 —10000 —10000 X, 1

> Si se intercambian las ecuaciones:

saias [ L 1% {ﬂ: . o.gzgg}K:Ho.gé%}:{iﬂ i

> En este caso el problema esta bien condicionado, pero se estaba aplicando un algoritmo incorrecto (inestable).
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Normas Vectoriales en R" (1/3)

o Objetivo:
» Disponer de una medida del tamafio de los vectores, con objeto de estudiar
convergencias, relaciones de mayor o menor, proximidad a cero, etc.

o Normas de vectores

» Estudiadas al hablar de los espacios vectoriales Euclideos.

» Lanorma de un vector ||x|| debe satisfacer las tres propiedades siguientes:
1. |IxX]| =0, y||x|| =0 siysolosix =0
2. |lex]|| =|e]| ||X|| , para cualquier o € R
3. |Ix+yll < |IX|| #1ly]| (desigualdad triangular)

» EIl producto escalar permite definir de modo natural una norma en R", que coincide

con la longitud de un vector en R2y R3:

X[ = /{x.x) = /Zn: X

» Esta norma, llamada norma Euclidea, no es la Unica posibilidad. Puede considerarse
caso particular de una norma mas general llamada norma p:

N 1/p
||x||p=[z\xj\p] p1

j=1
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Normas Vectoriales en R" (2/3)

o Casos particulares mas utilizados de la norma-p:
» Norma-1: Se toma p=1, L] x|, <1

n ] = 4-
el = Do =l o <> .

» Norma-2 6 norma Euclidea: Se toma p=2,

HXH2: Zn;“xj‘z :\/xf+x§+...+x§ { _
= ;

» Norma-oco 6 norma maxima: Se toma p=co, 11 x|, <1.

1/p -
, ) d p
1 =il =tim| S| ~mas

Xj‘

» En la parte derecha de cada norma se muestra el lugar geomeétrico
de los puntos de R2 que cumplen la condicion ||x|| < 1

» Es inmediato ver que se cumplen las condiciones 1 y 2 de la
definicion de norma. También se demuestra facilmente que se

cumple la condicion 3; , , ;
[+, =Zl\x,- + yj\SZl\thZl\vj\=||X||1+||v||1
j= j= i=
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Normas Vectoriales en R" (3/3)

o Se enuncian dos Teoremas (sin demostracion):

o Teorema 1:
> Cada norma vectorial ||x||,es una funcion continua de las componentes
del vector X, es decir, de Xy, X,, ..., X,..

o Teorema 2:
> Para cada dos normas vectoriales [|x]|[; y [[x|]; existen dos constantes

positivas m y M tales que:
m [[x]]; < 1Ix]l; <M [I]]; , ¥'x eR"

» Este Teorema establece una equivalencia de las normas. Si con una
determinada norma una secuencia de vectores tiende por ejemplo a cero,
también tendera a cero con cualquier otra norma
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Normas Matriciales (1/6)

a Norma de una matriz

» Una norma de una matriz es un namero real positivo gue "mide" el tamafo de una
matriz, y permite por ejemplo estudiar cuando una matriz tiende a otra matriz o0 a la
matriz nula.

» Alanorma de una matriz se le exigen las tres condiciones que debia satisfacer la norma
de un vector, y una condicion adicional relacionada con el producto de matrices:
1. ||A|| =0, y||A]| =0 siy solo si A=0
2. ||cA||l =|e]| ||Al] , para cualquier « € K (R o C)
3. ||A+B]|| < ||A]|l +]|B|| (desigualdad triangular)
4. [IABI[ < |[All . ]IB]]
» Es posible definir normas de matrices directamente. Por otra parte, las matrices A eR(Mmxn)
forman un espacio vectorial Euclideo con un producto escalar definido como <A B> =

traza(AT.B). Este producto escalar induce una norma, llamada norma de Frobenius, que
responde a la expresion:

A, AR <[ 330

i=1 j=1
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Normas Matriciales (2/6)

o Norma matricial inducida por una norma vectorial (norma natural):
» En este caso la norma matricial se define a partir de una norma vectorial:

A.X
A= max A2 o A= maxjau]=[Ay] ; (y]=1)

x#0 ||X|| u=0

donde y es el vector concreto de R que produce el maximo (y la igualdad). EI maximo
se alcanza porque el conjunto de vectores u es cerrado y acotado.

> De esta definicion de norma matricial se concluye que:
|Ax[ <[ Al

> Se cumplen las cuatro condiciones de la definicion de norma matricial:
1. Si |x||#0, ||A]=0y [|A]=0siysolosiA=0

2. od] = mac %2 _ oI ot ) vae kR0 0
=0 x| e N

3. |A+B[=](A+B)y|=]Ay+By|<| Ay +[By]<|A]|+|B]
4 |AB|=|(AB)y|=[A(By)|<|AllBy|<[Al |B]

» Se pueden estudiar las normas matriciales inducidas por las normas vectoriales: ||x|[,, |[x]|,
y |[X||., que se denotaran con la notacion correspondiente

1/7/2021 . , .
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Normas Matriciales (3/6)

o Laexpresion de la norma-1 de una matriz es la siguiente:
||A||1 - mBXZ‘ajk‘
j=1
> Es decir, la norma-1 es el maximo de la suma de los valores absolutos de los elementos de cada
columna.

a Demostracion:
» Supongase gue la igualdad en la definicion de la norma se alcanza para un vector y tal que
IAll, = 1Ayl siendo |lyll,=1

[ =lIAYl, =2 12 2yl < aijyk| :Z|yk|Z‘aJk‘ =
k=1 j=1

j=1lk=1 j=1 k=1
n n n n n
<SS || eS| 31 | maxSa 1 = xS
= j= = 1= 1=
» EIl desarrollo anterior demuestra que el maximo de las sumas de los valores absolutos de cada

columna es un limite superior de la norma-1, pero para que sea verdaderamente la expresion de la

norma este limite debe ser alcanzado.
» Supongase que la columna que da el maximo es la columna K. Tomando como vector x al vector e,

de la base natural (||e,||=1):
:::E;‘aJK‘::”/\”l
J:

n n
”AeK ”1 - Z‘ZajkékK
Normas de Vectores y de Matrices - NUmero de Condicion 10
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Normas Matriciales (4/6)
o Laexpresion de la norma-code una matriz es la siguiente:
|, —maXZ\ak,\
> Es decir, la norma-o es el maximo de la suma de los valores absolutos de los elementos de cada

fila.

o Demostracion:

» Supongase que la igualdad en la definicion de la norma se alcanza para un vector y tal que:
Al = I[AY]].., siendo [[y[| =1

n n
>a,y, Sm?xZ‘aijyk|§
k=1 k=1

n n
g(m3x|yk|)£m?x2‘ajk‘j:m?xZ‘ajk‘
k=1 k=1
» Al igual que el caso anterior, el maximo de las sumas de los valores absolutos de cada fila es un

limite superior de la norma-co, pero para que sea verdaderamente la expresion de la norma este
limite debe ser alcanzado.

> Supodngase que la fila que da el maximo es la fila J. Se toma un vector x tal que x, = a,/[a,,| S
ay #0yx, =0siay, =0

| Al = Ay, = max

||Ax||w = max
J

-3

k=1

Z|ajk| X[, =1

Jk

n
DX
k=1

|aJk|
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Normas Matriciales (5/6)

o Laexpresion de la norma espectral o norma-2 de una matriz es:
|Al, = \p(A"A)

» Es decir, la norma-2 es la raiz cuadrada del maximo valor propio de la matriz AHA, que es una matriz hermitica
y —al menos— semidefinida positiva, cuyos valores propios son por tanto reales y no negativos.

5 A"Au;, =Ju; = A =u; A" Au,
o Demostracion:
» Lamatriz AHA tendra una base ortonormal de vectores propios uy, U,, ..., U,

» El vector y que produce la igualdad en la definicion de la norma inducida se puede expresar como combinacion

lineal de los vectores propios uj:
2
y= Zakuk ; y” _Z|ak|

» Aplicando ahora la definicion de la norma-2 de un vector:

-l - v aty = S| A S, -
(R 8t s

k=1
» De nuevo éste es un limite superior, pero dicho limite se alcanza para x=u,,.

|Au, [} =ul A" Au, =ulu,d, =4, = p(A"A)

1/7/2021 Normas de Vectores y de Matrices - NUmero de Condicion 12




N/

A Matematica Superior Aplicada

Matematica Superior Aplicada UTN

Normas Matriciales (6/6)
Q Teoremas relacionados con las normas matriciales (sin demostracion)

>

>

>

Teorema 1: Cualquier norma matricial es una funcion continua de los mxn elementos de
la matriz A € C(m=n),
Teorema 2: Para cada par de normas matriciales existen unas constantes positivas my M
tales que:

m [[All; <1All; <M [[A]]
Este Teorema permite hablar de "equivalencia de normas".
Teorema 3: Para cualquier norma natural y cualquier matriz cuadrada Ae C(™" se
verifica: p( A)<||Al| pues

| Al = masAx[ [|Au, | = |2,y | = 4 luq | = 4] = £ (A)

Teorema 4: Para cualquier matriz cuadrada A& C(™My cualquier valor ¢ arbitrariamente
pequeno existe alguna norma natural tal que:

| p(A)<|A< p(A+e) |
El radio espectral de una matriz cuadrada no es una norma (salvo que la matriz A sea
normal, en cuyo caso ||Al|, = p(A)), pero puede ser utilizado como tal dada su "cercania”.

Corolario: Para cualquier matriz cuadrada A: P(A) = i’”lfHAH
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Numeros de Condicion de una Matriz (1/4)
o Recordatorio de conceptos ya estudiados en Algebra:

A" =0 <= p(A)<1 & HmA” =0

T —»00

» Matriz convergente 11111‘

T —}"I

» Laserie I+ A+A°+ A’ +... converge si A es convergente.
» S1 A es convergente la ma‘rriz (I-A) es no singular y se puede expresar como:

(I-A) =I+A+A+A°+
a Proposicion:
> Si ||A|| <1, lamatriz (I—-A) es no singular y se verifican las desigualdades:

1 1
S A Sy
Desigualdad a)
I=(I-A)(I-A)"
_1ﬂ||1—An-H(l—A)‘luﬂ(H||A||)-H(I—AJ‘1H W‘H“ A
Desigualdad b)
(I-A)(I-A)=I = (I-A) —(I-A)"A=I = (I-A) =I+(I-A)"A
H(I—A)-IH*i1+||A||- ‘1H — H I-A)"||< l-hA”

1/7/2021 Normas de Vectores y de Matrices - NUmero de Condicion 14
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Numeros de Condicion de una Matriz (2/4)

o Propagacion de errores en SEAL:
» Error relativo en la solucion debido al error en el término independiente:

Ax=b } | Ax=b Ax=b EEEY ]

I — . I —
A(x+6x)=b+5b Adx=5b) Fx=A"5b| Jox]| < A7 flom]
ax| < |A A lx] 5o L BRI
lloxl<fa”llalislion] = fl<laflals

» Error relativo en la solucion debido al error en la matriz del sistema:
Ax=Db |

(A+5A)(x+63) ol = AST+5A(x+6x)=0 = Sx=-A"FA(x+5x)
ATt X+0X)=

YA
reaehclioal = JEL<fa iy

T e N e

» En ambas expresiones el error relativo en los datos se multiplica por un factor:
c(A)=|a7|ja].  x(a)=1 puesT=A"'A, 1<[A7||A]=x(A

o Numero de condicion numerica:;
> Se llama nimero de condicion o condicion numeérica al escalar positivo k(A) que
controla la transmision de errores en los sistemas de ecuaciones lineales

i,

o]

|ox]| < a7 |Jlo Al +ox] = =

d

1/7/2021 Normas de Vectores y de Matrices - NUmero de Condicion 15
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Numeros de Condicion de una Matriz (3/4)
o Formula general de propagacion de errores en SEAL

» Los desarrollos matematicos son este caso un poco mas complicados. Se
suponen unas perturbaciones en A y b que producen un error en x:

{A+5A}IIII+§I}=I]+§|:] {1}
» Se supone que las perturbaciones en A son pequeiias, de modo que se cumple:
loal< l —r = |l = |l =3 [54] < l k(A )= condicién numérica de A
] ol () Jal R (a)

» Lamatniz (A™5A) es convergente, pues por hipotesis se cumple:
”.—1’15:!." < ||_—*L"' ” ||f5.—"s.|| <1, {I + A'IE}‘A} no singular
» Aplicando a la matriz(-A7§A ) la desigualdad de la proposicién anterior:

I+A']5A_:“£ 1 1 (2)
Rl B rer R e v

» Desarrollando la expresion (1):
A7(A+6A)(x+0x)=AT(b+5b) = (I+A76A)(x+6x)=x+A"5b
» Despejando Jx y tomando normas:

5x=(I1+A76A)" A7 (b-5Ax) = ||§x||5“[‘1+.;-'-fm}‘l“||A-1||(_||5h||+||fm||||x||}

1/7/2021 Normas de Vectores y de Matrices - NUmero de Condicion 16
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Numeros de Condicion de una Matriz (4/4)
o Formula general de propagacion de errores en SEAL (cont.)

» Dividiendo por [x| y teniendo en cuenta la desigualdad (2):

lox] ool ., ) PR fsl Al (bl
SR "( il *"] ] 1||A"||||>a||( T i ""‘*"]

» Haciendo aparecer la condic16n numeérica x(A) se llega finalmente a:

ox] . Ja7| (hﬂ»u | *l|+||"'A||] A~ Tlad [no"bn Jo: ~x||]

= b
x|~ 1-fa oAl o] 14| JL||||"A&" b ]
||ﬁ53I‘]||S x(A) (||ﬁ|l "E *"||}
X OA b A
I-x(A :
STy

> De nuevo la condicion numeérica es el factor que controla la amplificacion (siempre es

r(A)=1) de los errores relativos en los datos.

> La condicion numerica no depende de la magnitud de los elementos de una matriz: Si la

matriz se multiplica por el escalar o la condicion numeérica permanece invariable.

1/7/2021 Normas de Vectores y de Matrices - NUmero de Condicion
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Numeros de Condicion para la Norma Euclidea

o Numero de condicion para la norma Euclidea o espectral:

» Lanorma euclidea de una matriz AeC™*® g5 la raiz cuadrada del radio
espectral de AFA:

L=yr(a%A)

» La matriz AFA es hermitica y todos sus valores propios son reales y no
negativos, pues dicha matriz es —al menos— semidefinida positiva.

» Ademas, s1 la matriz A es normal y sus valores propios son 4;, los valores
propios de la matriz AZA son

UFAU=D U ATU=D = UfFAUUPASU=UFAAU=DD

UZAA®U=DD =diag(|4[ . .|4[) = |al,={r(a%a)=y|a[ =|2|=r(a)

» 51lamatriz A es regular los valores propios de A~ son 1:::3 mversos de los
valores propios de A. Por tanto, se verificara que:

» De acuerdo con esto, el nimero de cnudicm de una matriz normal y regular
sera: 1 i
<2 (a)=[a LAl = p(a7)(4) H
!

1/7/2021 Normas de Vectores y de Matrices - NUmero de Condicion
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Consideraciones Generales y Conclusiones

o Consideraciones sobre las formulas de propagacion del error

>
>

La condicion numerica indica como se amplifican los errores 6A y ob.
Como minimo estos errores son de la precision de los datos (eps = 2.22e-16).

> Ademas, en el transcurso de los calculos se introducen errores de redondeo. Existen dos formas

Y

de estudiar los efectos de estos errores:

v El andlisis directo considera el error en cada operacién y trata de estudiar como se propaga y acumula
hasta el resultado final. Conduce a resultados muy pesimistas.

v El analisis inverso (Wilkinson,1965) considera los errores de redondeo como perturbaciones en los
datos iniciales y trata de acotarlos. Los resultados son mucho mas precisos.

(k)‘

‘(5A) ‘SZne max |\a

ij 1<i,j k<n

Resultado del analisis inverso de errores con la factorizacion: L*U* = (A + 6A) donde n es el
nimero de ecuaciones, ¢ es la precision de la maquina (2.22e-16 para las PCs) y g; ®) son los
elementos que van apareciendo en A en el proceso de factorizacion.

El pivotamiento por columnas basta para evitar que estos elementos crezcan incontroladamente.
Las matrices definidas positivas no necesitan pivotamiento y no suelen dar problemas de errores de
redondeo.

Conviene estimar los errores a través de un nimero de condicidon aproximado.




