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Una ecuacidn diferencial ordinaria (EDO) corresponde a una expresion de la forma:

f(x) d*f(x) | d"f (x)

y yreny :O
dx x> adx"

F x,f(x),d

Luego, si Y = f(X)

variable independiente

variable dependiente

n primeras derivadas de la
variable dependiente

respecto de la independiente
La denominacion de “ordinaria” se debe a que solo existen
derivadas totales. Es decir, una sola variable independiente.




Matematica Superior Aplicada

Introduccion

UTN

Expresion implicita:

F (6 Y, Y5y Y

Expresion explicita:

0

V"= (Y YL Y e Y
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F(x, y,y',y",...,y”)zO

Orden: maximo orden de las derivadas presentes en |la ecuacion
diferencial.

Grado: grado algebraico de la derivada de mayor orden presente en
la ecuacion diferencial.

Lineal: |a variable dependiente y todas sus derivadas aparecen en
términos lineales dentro de la ecuacion diferencial.

No Lineal: |a variable dependiente y/o alguna de sus derivadas
aparecen en términos no-lineales dentro la ecuacion diferencial.
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Ejemplos:
y'—cos(wx)=0
yv'+k°y=0

EDO lineal de ler ordeny ler grado

EDO lineal de 2do orden y ler grado

3
( y ") — ny I—I— y — O EDO no lineal de 2do orden y 3er grado
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F(x, y,y',y",...,y”):O

Diremos que una funcion y: [a, b] € R — R es solucion de la
ecuacion diferencial si se cumple que:

* Existe la derivada n-ésima de y en todo punto del intervalo|a, b]
o (x,y(x),y'(x),..,y"(x)) € R"" paratodo x € [a, b]

 F(x,y(x),y'(x),..,y"(x)) = 0 paratodo x € [a, b]
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Para encontrar y(X) (solucién) es necesario efectuar n integraciones,
lo cual implica que deben aparecer n constantes arbitrarias. Entonces

puede aceptarse que:

y=9(X¢,C,,Cs,..., C, )

es la solucion de la ecuacion diferencial.

Dependiendo como se elijan estos valores o constantes para
particularizar una solucion, distinguimos dos tipos de problemas:

1. Problema de valores iniciales

2. Problemas de valores de contorno
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Se define problema de valores iniciales o de Cauchy al

problema de la forma:

y(a)=ay

rF(x, y,y',y",...,y”):O xela,b]
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Problema de Valores de Contorno:

 Deben establecerse condiciones en todos y cada uno de
los puntos que constituyen la frontera del dominio.

* En el espacio o dominio unidimensional hay dos puntos
frontera, en X=a y X=Db si el dominio es el intervalo
cerrado [a,b].

 Elorden minimo de una EDO para un problema de
valores de frontera es n=2.
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F(x, y,y',y",...,y”)zO

La solucion puede obtenerse de dos maneras:

* Analitica (exacta): Se obtiene la ley funcional o expresion

analitica de la funcion en el intervalo.

* Numeérica (aproximada): Se obtienen valores que toma
la funcion dentro del intervalo.
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* Evaluacion explicita de f(X,y(x)) y sus derivadas.

* Avance paso a paso en el tiempo sin utilizar
procedimientos iterativos.

e Métodos mas difundidos:
e Euler

* Runge — Kutta de 4to. orden
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Ventajas

* Sencillo

* Programacion rapida

* Bueno para h del orden< 0,1
Desventajas

* Dada su inexactitud suele tener limitaciones en algunos
problemas practicos.

* |nestabilidad para AX grande
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y(x)A
Vi

Recta tangente

y(xy)

— No conocemos
la funcion y(x)

>
X0 X X

y r__ f X y No se conoce la funcién y pero conocemos su derivada
) ¢Como se podemos estimar el valor de la funcion en x;?
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Algoritmo:

Y (X)A

Vi

y(xy)

Error

Yin =Y T f (Xi’ yi)AX
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Ejemplo: dy
7 — _y
dx
X=0—->y=1
AX=0.5

Yo =1

Y = Yo+ T (X, Yo )AX
y, =1+(-1)05=05
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Ejemplo: dy
—— =Y
dx
X=0—->y=1

AXx=0.1
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Ejemplo: dy
—— =Y
dx
X=0—->y=1
Ax=1.5
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* Balance materia global de un sistema dinamico:

Flujo de masa que Flujo de masaque | velocidad de variacion
Ingresa al sistema abandona el sistema | | de la masa dentro del sistema

Las unidad de esta ecuacidon es masa/tiempo

* Balance materia por componentes de un sistema dinamico:

Flujo de moles Flujo de moles velocidad de formacion velocidad de variacion
del componente i — del componente i +| de moles del componente i | =| de moles del componente i
que ingresan al sistema | | que abandonan el sistema por reaccion quimica dentro del sistema

Las unidad de esta ecuacion es moles/tiempo

Ambas ecuaciones pueden expresarse en masa/tiempo o
moles/tiempo mediante una apropiada conversion
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Hipotesis:

Sistema adiabatico
Densidad constante

No hay reaccion quimica

Se desprecia la evaporacion
Tanque cilindrico

R

&%)
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* Balance de materia en el tanque: Acumulacion = Entrada — Salida

HOLDUP de materia
dM M — Masa de fluido dentro del tanque
=M, —Mm m, — Flujo masico de entrada de fluido

F e S

m, — Flujo masico de salida de fluido

M =pV =pAnh >ddM =,0AT@ _lE
t ,/ dt

te
dh pL
pATE:me_ms ArCte

h()

L
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m, = pAV,

E — Caudal volumetrico de entrada
S — Caudal volumetrico de salida

A, — Area de salida del tanque
v, — velocidad de salida del tanque

Bernoulli en la superficie y salida:

2 2 ...............................................
}{+ %+ pah ==L+ B et

v, =0

2

P >V, =./2gh

h, =0

pgh ==

2
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dh
Luego: ,OAT — =M, — M,

RA. — = pE — pAV, = RE - RA \/2gh

Finalmente:
dh E A
AT——E Af2gh P \/29

t — Variable independiente (tiempo)
h — Variable dependiente (altura)
t=0— h=nh, (problema de valor inicial)
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g _E A
dt_Ar Ar\/ﬁ

function f=EDO1(t, h, E, At, As)
g=-.9;
f=E/At - As/At*sqrt(2*g*h);

endfunction
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Ejemplo practico: | P

e Vaciado del tanque (E=0) —
* Alturainicial del tanque: 4 m
 Diametro del tanque: 1 m

h(t)
e Diametro de orificio de salida: 0.0508 m

 Tiempo final 320 segundos

— 9

A

7D, 7D,* dh zD.>dh  zD./
= — S —> —_— = 2h—) T - — 3 2h
;. N Mgt T VRN D T T VA

dh D.° dh -3
— —_ 2 [20h — =-2.5806x10"°,/2gh
d D’ ) dt )
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Solucidén Utilizando el método de Euler:

X — Variable independiente
Vi, =Y+ 1 (Xi Y, )AX y — Variable dependiente
AX — Incremento o salto

s
= ~2.5806x10 °\/2qh
™ X f(xliy)

h,, =h + f (t,h)At
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Solucion Utilizando el método de Euler (At=10 seg):
| |t h f
0/ O 4

f (t,h)=—-2.5806x10",/2gh
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4.5

N\
LN

AN

0 50 100 150 200 250 300 350
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Dt=1;
At=%pi*Dt*Dt/4;
Ds= ;
As=%pi*Ds*Ds/4;
E=0;

dt=

tf= 320;
t=0-dt-tf;
h_0=4;

h(1)=h_0;
for i= (t)-

h(i+1)=h(i) + dt*EDO1(t(i),h(i),E,At,As);
end
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* Los métodos Runge-Kutta introducen varios parametros a
determinar, y hacen un promedio pesado de la funcién f(x,y)
evaluada en diferentes puntos.

* Son mas precisos que los métodos de Euler.

* En general los métodos Runge — Kutta tienen algoritmos de |la
forma:

yi+1 — yi +@AX
/

* Segun se defina el incremento tenemos R-K de 22, 32 0 42 orden.

Incremento
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* Dada la siguiente EDO: yI — f (X1 y)

* Runge-Kutta de 2do orden corresponde a:

yi+1 — yi +@AX

Donde:
D =Kk,
klzf(xﬂyi)

K, = T (Xi,05, Y; +0.5Axk, )




Matematica Superior Aplicada

Meétodo de Runge-Kutta

UTN

=Kk,

yi+1:yi‘|‘@AX klzf(xi,yi)

y0+0. SAxk 1

y(x)|

K, = f (Xi,05, Y; +0.5Ax%k, )




im Meétodo de Runge-Kutta

* Runge-Kutta de 3er orden corresponde a:

Vi =Y +OAX
Donde: (= %(k1 + 4k, +Kk;)
k, = f(x,V,)
K, = T (Xi,05, ¥; +0.5A%K, )
Ky = (X0, Y; + 24K, — AXK, )
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Meétodo de Runge-Kutta

* Runge-Kutta de 4to orden (mas difundido) corresponde a:

@:%(k1+2k2+2k3+k4)
Donde

K, = (Xi’yi)

K, =T (X|+o.5’ y; +0 SAXkl)
Ky = T (X5, Y; +0.5A%K, )
k4 = (X|+1’ yl +AXk )
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Solucion Utilizando Runge-Kutta de 4er orden :

%=—2.5806><10‘3 2gh —>f(t,h)=—2.5806><10_3 2gh

h.,=h+JOAt O =%(kl+2k2 + 2k, +K, )

k, = (t;, 1) K, = f (t,,05, % +0.5AL; )

Ky = f (Y05, +0.5Ak, ) Kk, = f (t;,,, h +Atk;)

1+17 "
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i |t h K, K, | k |k
010 | |
1 T L@ (k 2k 2k 4k,)
Ejemplo para t=0 (i=0): 6

h, =h, + DAt
f (t,h) = —2.5806x10",/2gh
k—f(t,,h,) —k =f )

f(t. s, I+05A’tk) —k,=f

=f(t

1+17

(
= f (t,05. I\ +0.5Atk, ) >k, = f
(t,. h+Atk,) >k, =f(L4+1xk,)

(0
(
(
(

0.54+0. 5><1><k)

0.54+05x1xk )
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= f(t,h) K, =T (t,os N +0.5Atk )

Ky = T (b5, M +0.5AtK, )k, = f (t,,,h +Atk,)

h(1)=h_0;
for i= (t)-
<1 = EDO1(t(i) _h(i) ,E,At,As);
<2 = EDO1(t(i)+0.5*dt , h(i)+0.5*dt*k1 ,E,At,As);
<3 = EDOL(t(i)+0.5*dt , h(i)+0.5*dt*k2 ,E,At,As)
k4 = EDO1L(t(i)+  dt,h(i)+  dt*k3,EAtAs);
delta = (1/6)*(k1 + 2*k2 + 2*k3 + k4);
h(i+1) = h(i) + dt*delta;
end

4
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im Meétodos Implicitos de Resolucion de EDOs

* El avance se realiza paso a paso en el tiempo pero
se realiza un proceso iterativo para dar por

finalizado el paso.

e Métodos mas difundidos:
* Euler implicito

e Euler-Gauss
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Algoritmo: yi+1 — yi + 1 (Xi+1’ yi+l)AX

2.5

1.5

0.5

XA/

h1 Se debe iterar hasta cerrar la igualdad

Valor definitivo del dh

, . an_ 3
\1) Euler explicito proximo punto dt 2.5806x10 Zgh

h,, =h+f (t,,h.)At

i+1? i+l
h,=4m

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 At:lzoseg
iteraciones

h , =h —2.58064x10°,/2gh . At
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i+17 "+l

h, =h+f(t,,h

function h1=EULERIMP(h1)
) At f1=EDO1(t1,h1,E,At,As)
hl = h0 + f1*dt;
endfunction

)_

h(i+1) = h(i) + dt*EDOL1(t(i),h(i),E,At,As);

h(1)=h_0;

for i= (t
t1 = t(i) + dt;
hO = h(i);

h(i+1) = wegstein(EULERIMP,h(i+1), );

end
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Algoritmo: AX

Viw =Y + | F (%% )+ T (X Vi) |

Analisis:

l ]
Yiu ZE[ Yi T f (Xi, Yi )+ Yi + f (Xi+1’ Yi+1)_]
Euler explicito Euler implicito
% ~ —2.5806x10°,/2gh

h, =h +§( 2.58064x10°°[2gh, —2.58064x10°°,/2gh,, |
2
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function h1=EULERGAUSS(h1)
At f1=EDO1(t1,h1,E,At,As)
h,=h +?[f (ti h. )+ f (ti+1, hi+1)] f0=EDO1(t0,h0,E,At,As)
h1l=h0 + (f1 + fO)*dt/2;
endfunction

h(1)=h_0;
fori= (t)-

h(i+1) = h(i) + dt*EDOL(t(i),h(i),E,At,As);

tl = t(i) + dt;

hO = h(i);

t0 = t(i);

h(i+1) = wegstein(EULERGAUSS,h(i+1), );
end




Ejemplo Tanque Esférico

22.16 A spherical tank has a circular orifice in its bottom
through which the liquid flows out (Fig. P22.16). The flow
rate through the hole can be estimated as

Q.= CAV2¢h

where O, = outflow (m’/s), C = an empirically derived
coefficient, A = the area of the orifice (m?), ¢ = the gravita-
tional constant (= 9.81 m/s?), and /1 = the depth of liquid in
the tank. Use one of the numerical methods described 1n this
chapter to determine how long it will take for the water to flow
out of a 3-m diameter tank with an initial height of 2.75 m.
Note that the orifice has a diameter of 3 cm and C = 0.55.

UTN

Chapra, S.; Canale, R. Numerical Methods for Engineers, Sixth Edition; McGraw-Hill, 2009.
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dM

F :mm — Moy
|\/|=,OV=,O%7Z'H2(3F—H) ;
M:,OV=,OE7Z'H23I'—,017Z'H3 T

3 3 AN
M =p17z3r2H d—H—plﬂgHZ aH
dt 3 dt 3 dt
dM dH dH

—— = prr2H —— prH* —
dt P dt P dt
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dM
dt

dM

dH
— = onr2H — — prH?* —
P at P
dH
2rH — H
= pr | )

dt

Mo = PQou = PCAY29H

pr(2rH —H?)

D 2
A J29H

dH _
dt

dH
dt

D2

A

x|

TN

°J2gH
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ML’A Ejemplo Tanque Esférico

D, °
dH =7y V2O
dt  (2rH -H?)
C:0.55
D, :0.03m
r:1.5m

UTN

]

TN

dH -1.2375x10"*y/19.6H
dt (3H —H?)
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Solucidén Utilizando el método de Euler:

h.

t

f(t,H,;)

f(t,H)=

~1.2375x107/19.6H

(3H -H?)




N/ : . . . .
Hm Tanque abierto con flujo de salida gravitatorio

UTN

function y=f(H)

y=- *sqrt(19.6*H)/(3*H-(H"2));
endfunction

H(1)=2.75;
t(1)=0;
dt=1;

i=1;

while H(i) >

H(i+1) = H(i) + f(H(i))*dt;
t(i+1) = t(i) + dt;

i=i+1;
end

plot(t,H)

tiempo=t(i)/ mmmm) ) (08 horas
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F

e
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F

e

LIC / h,..

min
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Hipotesis: )
e Sistema adiabatico

* Densidad constante
* No hay reaccion quimica h
* Se desprecia la evaporacion

* Tanque cilindrico T o

* Control on/off mediante un flotante
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F,
* Balance de materia en el tanque: $ v

n E)A
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e (Caudal de entrada: F,
S| hl — hmax -EE - -
Fei < SI hmin < hi < hmax > h P
Sl h <h_. — .
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Ejemplo practico:

e Alturainicial del tanque: 0 m (vacio)

 Diametro del tanque: 2 m

 Diametro del orificio de salida tanque: 0.0508 m

* Caudal de entrada al activarse la valvula: F=0.025 m3/seg

=55m
F

[4

* Rango del flotante: h,. =4.5my h

max
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0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000




N/

Matematica Superior Aplicada

A

Control de nivel con un flotante (caudal de salida vs tiempo)

UTN

0.025

0.02

0.015

0.01

0.005

0

1000

2000

3000

4000

5000

6000

7000

8000




N/

Matemdtica Superior Aplicada

A

Control de nivel con un flotante (caudal de entrada vs tiempo)
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Solve the following initial value problem over the

interval from ¢t = 0 to 2 where y(0) = 1.

f(t.y:)

Yian=Yit f (ti’ Yi)At




Ejemplo de EDOs — Euler Implicito
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Solve the following initial value problem over the
interval from ¢t = 0 to 2 where y(0) = 1.

Yia=Yit f (ti+1’ yi+1)At




Ejemplo de EDOs — RK2
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% — yr3 — 1.5y
Yia =Y, +At D=
klzf(ti’yi) K,
||t Y, K,

Solve the following initial value problem over the
interval from ¢ = 0 to 2 where y(0) = 1.

k2

=1 (ti+0.5’ Y,

ti+0.5

y. + 0.5Atk,

k2

0.5Atk; )
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Un sistema de EDOs es una expresion de la forma:

B (X Y Y3 Yoo ¥ s Y ¥ ) = 0
QFZ(X’yliy'vyz’y'z, Yo Y ) 0
o (X Y0 Y 5 Y2 Y e Y Y ) =0




im Sistema de EDOs
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Estamos interesados en aquellos sistemas de ecuaciones
diferenciales en los que podemos despejar la primera derivada de
cada una de las funciones incognita, es decir, sistemas de la forma:

(yll = fl(X’ y11y21---1Ym)
ylz — fz(x1 y11y2’---’ym)

Y n = fm (X’ Yir Yoo ym)

.
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* Balance materia global de un sistema dinamico:

Calor que ingresa al sistema
por conduccion, radiacion y/o reaccion

[ velocidad de variacion de la energia |
=| interna, cinética y/o potencial
| dentro del sistema

 Flujo de energia 1 [Flujo de energia |
interna, cinética y/o potencial interna, cinética y/o potencial
que ingresa al sistema - que abandona el sistema

| por conveccion o difusion | | por conveccion o difusion

 Trabajo realizado por el sistema
}— sobre sus alrededores
| (Trabajo de Eje o mecanico y PV)

N\

Las unidad de esta ecuacion es energia/tiempo




VIO A Ejemplo: Tanque abierto con flujo
L Aweh de salida gravitatorio y calentamiento AN

Hipotesis asumida: s
e Densidad constante B 1 -
(1)

* No hay reaccion quimica

* Se desprecia la evaporacion

e Tanque cilindrico h()

e Altura inicial conocida

 Temperatura inicial conocida

o

* Liguido perfectamente mezclado |

e Se supone constante la temperatura de
la camisa de calentamiento

e Calor especifico del fluido constante




igA Ejemplo: Tanque abierto con flujo
el de salida gravitatorio y calentamiento AN

HOLDUP materia del tanque

d Balance de Mmateria en eI tanque: T m
IIIE S

dt N/

Flujo masico de cada corriente

dh
pArE:mE_ms

—lE

i e
@

dt_Ar A ht)

e
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Ejemplo: Tanque abierto con flujo
de salida gravitatorio y calentamiento AN

* Balance de energia en el tanque: Las propiedades de salida son

HOLDUP de materia ., . L
/ idénticas a la del interior del tanque
/ \
dM (U +K +&) =Q+mg (U +kE +¥¢ )—mg (U + K+$§)+mEPEVE —m.P.v

dt
dMU
———=Q+mg (Ug +Pvg )—mg (U +Py)
dt
dMU
d— :Q+mEHE _msH Para liquidos el termino Pv es
t despreciable frene a U por lo
dMH gue se sigue la evolucion de la
R Q +m. H —mg H entalpia del sistema
 » HOLDUP de energia

MH — Entalpia total del fluido dentro del tanque
m,H, — Entalpia total de entrada de fluido

m,H, — Entalpia total de salida de fluido

Q — Calor que ingresa por la camisa




igA Ejemplo: Tanque abierto con flujo

de salida gravitatorio y calentamiento AN
dMH
o =Q+mHg -mH
dM dH
——H++M——=0+m-H. - m.H
- o Q+mgHg —mg
dM dh

M =pV = h = —

PV =pAN o —==ph
m: = pk¢
ms = pFs = pA/20h

dh dH

P A EH +pAThE=Q+pFEHe—pAS 2ghH




igA Ejemplo: Tanque abierto con flujo
A h de salida gravitatorio y calentamiento AN

dh F, A
oA AT@

dh dH
P A EH +pAThE=Q+pFEHE -pA20h H
H="f(T)

Q = Constante o ley funcional

4 ecuaciones
4 Incognitas: h, H, Ty Q




Ejemplo: Tanque abierto con flujo
de salida gravitatorio y calentamiento AN

Matematica Superior Aplicada

dH
pAr—H +pArh—t—Q+pF H. —pA20h H

dh FE \/E

dt

p&(i‘: —:‘; \/ﬁjH +pATh(2—T=Q+pFEHE - pAJ2gh H

H=cp (T —TO) cp — Calor especifico del fluido
dH =cpdT T, — Temperatura inical tomada como referencia




igA Ejemplo: Tanque abierto con flujo
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PA; (2 —ﬁ: JﬁjH +pATh(L—T=Q+pFEHE - pAJ2gh H

PA; (%—%Jﬁjcpﬁ —TO)+pAThcp?j—I=Q+pFEcp(TE ~T,)— pA2ghcp(T -T;)

La temperatura de salida corresponde
a la del fluido dentro del tanque

Q= UAL (T _T ) U — Coeficiente de intercambio de calor
T. — Temperatura de la camisa de calentamiento

A=A +7D;h A - Areade contacto del liquido con la camisa

PA (FE _i\/ﬁ)cp(T —To)+pArth?j—I

A
=UA, (T,-T)+UxD;h(T, -T)+ pFecp(T: = T,) - pPA20h cp(T -T,)




atematica Superior Aplicada

Ejemplo: Tanque abierto con flujo

de salida gravitatorio y calentamiento AN

A

pA{—E——chp T-T,) +pAThcp—

=UA, (T, -T)+UzD;h(T, =T)+ pFecp(T

UA

dT

E —TO)—,OAS\/Zgh Cp(T _To)
UzD;h

dt _pATth(TC_T)+pATth(TC_T)
e e e
(iiI pthjcp(T -T)+ pgucp(TC_T)

,:h(T ~T,)- AZTJ;T -T, _i(i_ﬂ@jT ~-T,)
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Sistema de EDOs obtenido:

dh _F. A 2o 2 ecuaciones
A A

dt 2 Incognitas: hy T
dT U 4V

i e T og o (T)

Fe (p 1) AV g gy 1P R A ZhJT—T

(1) - A ) L B A g7,

t — Variable independiente (tiempo)
h — Variable dependiente (altura)
T — Variable dependiente (temperatura)
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(yll = fl(X1 Yir Yoreen ym)
1Y = (X Vi Yo V)

V' =T (X Y0 Yoren Vi)

\

dh F. A
-Te B ogh
A AV
dT U
| dt  phcp

iy Fe v oy AN29 - -\ 1(FR A _
(T.-T)+ (TC_T)JFH(TE Ty) (T-To) h(Ar AT\/EJ(T Ty)




igA Ejemplo: Tanque abierto con flujo
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Resolucion utilizando Euler:

f(t,T,h)= e A Dgh

A A
U 4U
fz(t,T,h):pth(TC—T)+pDT Cp(TC—T)
F A+29 1(F. A 5
+H(TE _To)_ AT\/H (T_To)_h [Ar—Ar 2gh](T—To)
"dh
—=f(t,T,h
) dt ! )
al
—=1f (t,T.,h
\ dt 2( )
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Formula recursiva utilizando Euler:

Condiciones iniciales :




igA Ejemplo: Tanque abierto con flujo
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Ejemplo practico:

 Caudal constante de alimentacion (F.=0.01 m3/h)
* Alturainicial del tanque: h;=0.1 m

* Diametro del tanque: D=1 m

* Diametro de orificio de salida: D= 0.0508 m i _%
* Tiempo final 800 segundos

* Densidad del fluido p=1000 kg/m3 "0

* Temperatura inicial T,=283.15 K ¢
* Temperatura de alimentacion T;=283.15 K T

* Temperatura de la camisa T.=373.15K
* Calor especifico del fluido cp=4.2 kJ/(kg K)
* Coeficiente de intercambio de calor U=1 kW/(m? K)
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